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1. INTRODUCCION

El espacio, la Luna y en general los planetas son algunos de los temas que méas han interesado a
la humanidad a lo largo de la historia. Desde el principio de los tiempos ha sido foco de curiosas
miradas, que deseaban descubrir y aprender todo acerca de ellos, poder comprender el universo.

Concretamente, el movimiento de la Luna alrededor de la Tierra es uno de los fendmenos mas
observados en astronomia debido a la cercania de ésta y a como afecta a las mareas y los eclipses.
Se conocen muchos estudios y avances que desafiaron el conocimiento y las creencias de esa época,
como fue el caso de Anaxagoras, un matematico griego que mas tarde seria encarcelado por
declarar que la Luna y el Sol eran cuerpos rocosos gigantes y por lo tanto no eran dioses, como se
creia entonces, y por afirmar ademas que la Luna reflejaba su luz (JJ O'Connor y EF Robertson,
1999; Ong Cheon, 2017). Esta y otras afirmaciones e investigaciones que se hicieron a lo largo de
los afios nos permiten tener el conocimiento del que se dispone hoy para poder trabajar en estudios
mas concretos. Algunos de los avances de los tltimos afos se detallan en algunas de las entradas de
la pagina web de la NASA (Giraldo, 2024).

Para entender los conceptos como se conocen hoy en dia es importante saber la evolucion de
estos mismos conceptos, ver y entender segun el contexto de donde se parti6. En un articulo de la
revista cientifica Reviews of Modern Physics (Gutzwiller, 1998) se presentan hitos importantes
cronoldgicamente para poder entender la procedencia de los conocimientos de los que disponemos.
A continuacion se presenta un pequefio resumen con datos obtenidos de este mismo articulo.

El movimiento de la Luna tiene muchas particularidades que son muy dificiles de modelar,
aunque su comportamiento se puede observar detenidamente sin la ayuda de instrumentos, como
hicieron muchos a lo largo de la historia. Muchas de estas caracteristicas se conocen con gran
precision desde hace 3.000 anos y muchas de las explicaciones que se dieron en la antigiiedad eran
basicamente correctas, ademas de seguir en uso.

El ciclo de la Luna debi6 haberse notado hace mucho tiempo ya que sus salidas y puestas siguen
un patron bastante regular y similar al del Sol, pero con periodos diferentes. Los primeros registros
de estudios sobre este tema pertenecen a Mesopotamia hace 3.000 afios, algo después del ano 1000
a.C. Se registraron observaciones de la Luna en el horizonte y se representaron algunas de estas
mediciones mediante formulas aritméticas simples. Este registro consta de fragmentos rodos de
tablillas de arcilla que se encontraron entre las ruinas de las antiguas ciudades. Se exploraron
durante el siglo XIX y se conservan hasta hoy. La interpretacion de esta escritura “cuneiforme”
requiri6 muchas décadas debido a su dificultad y se considera uno de los milagros de la
arqueologia. Varios cientos de tablillas estan dedicadas a mediciones astrondémicas siendo los mas
antiguos del siglo VII a.C. y los mas recientes del siglo I a.C. Algunas de ellas abarcan de seis a
siete meses informando sobre el estado del cielo dia a dia; los datos de la Luna que se recopilaron
incluyen la primera y ultima vez que se observo, las estrellas por las que pasd cerca y las
diferencias horarias entre la salida y la puesta tanto de la Luna como del Sol. Muchas de ellas se
centraban en los eventos cercanos a la luna llena. También desarrollaron un modelo “/9-year
period”’ para predecir lunas llenas de manera consistente. Este modelo se convirtiéo en base de los



calendarios predominantes en Oriente Medio. Como fue instituido como base del calendario griego
en el afio 432 a.C. por el astronomo Meton, generalmente conocido como ciclo Metonico. El
calendario judio tiene un ciclo de 19 afios con 12 afos cortos de 12 meses y 7 anos largos de 13
meses. Por otro lado, el calendario cristiano se relaciona menos con la Luna haciendo una division
del afio en 12 meses cuya duracion varia entre 28 y 31 dias. Pero el ciclo de 19 afios permanecid
aqui. El calendario islamico, por otra parte, se plante6 en la direccion opuesta, es decir, definir el
afo como 12 ciclos lunares de tal manera que 19 afios son alrededor de 7 lunas llenas. Por lo tanto,
los afios islamicos, que comenzaron en 1622, avanzan a un ritmo mas rapido que los judios y
cristianos.

La segunda etapa fue iniciada por los primeros filésofos griegos, que pensaban que el universo
eran un gran espacio vacio la Tierra flotando en el centro y el Sol, la Luna y los planetas
moviéndose a su alrededor, frente a un fondo estrellado. A pesar de estas creencias, los
matematicos y astronomos griegos finalmente llegaron a modelos geométricos sofisticados que
proporcionaban descripciones exactas. Consideraban tres lugares que podian servir como origen de
un sistema de coordenadas: topocéntrico (observatorio en la superficie de la Tierra), geocéntrico
(desde el centro de la Tierra) o heliocéntrico (desde el centro del sistema solar). Un sistema de
coordenadas polares completo se obtiene sumando la distancia desde el observador y todos estos
sistemas de referencia fueron invencion de los griegos debido a s visiéon puramente geométrica del
universo. Estos sistemas de referencia se siguen utilizando a dia de hoy y es curioso pensar que
hace tantos afios también era asi. Con los conocimientos de la época y las herramientas que se
tenian para mediciones lineales entre dos objetos, Eratdstenes de Cirene a principios del siglo 111
a.C. obtuvo un valor justo para la circunferencia de la Tierra, y los griegos finalmente concluyeron
correctamente que la distancia de la Luna a la Tierra es aproximadamente 60 radios terrestres. La
astronomia cientifica tuvo sus inicios en el afio 432 a.C. cuando Meton introdujo el ciclo de 19 afios
en el calendario, como se ha comentado anteriormente, aunque los historiadores debaten sobre si se
conocia dicho ciclo gracias a los babilonios o si lo habian descubierto los griegos de manera
independiente. En esta época aparecen nombres muy reconocidos en este &mbito, como son Platon
y Aristoteles en el siglo IV a.C., seguidos se Euclides y Apolonio y Arquimedes en el siglo III a.C.
Hiparco lleg6 a mediados del siglo II a.C. antes de que se tenga una vision completa de la
astronomia en el sentido moderno. La mayoria de sus obras no han sobrevivido, por lo que nuestro
conocimiento de sus grandes logros viene del relato de Ptolomeo otros tres siglos mas tarde, en el
siglo 1T d.C. Describio las orbitas del Sol, de la Luna y de los cinco planetas clasicos, en términos
de epiciclos, y determind los parametros relevantes. Ademas, ide6 un método para predecir la
aparicion de eclipses solares y lunares y descubri6 la precesion de los equinoccios. La astronomia
griega termin6 proponiendo la primera imagen completa y cientificamente viable del sistema solar.
La idea que tenemos sobre el universo y la manera de modelar y entender su funcionamiento no
dista mucho de lo que se hacia en la antigiiedad. Observar y medir primero los fenomenos del cielo
y luego predecir acontecimientos futuros basandose en un modelo matematico se convirtio en el
objetivo de todas las demas ciencias que se ocupan del mundo exterior.

Pasaron mas de mil afios antes de que las publicaciones de Ptolomeo fueran seriamente
cuestionadas. Kepler estudi6 la orbita de Marte, pero antes de comenzar tenia que conocer de
manera exacta la orbita de la Tierra alrededor del Sol (gran parte de su publicacion en 1609 esta



dedicada a este estudio preliminar). En este proceso de estudio da con las conocidas Leyes de
Kepler, en un intento de facilitar los calculos y formulas que obtuvo en un primer instante. En la
Figura 1 se muestra el modelo planteado. El modelo griego era bastante similar, excepto que la
elipse seria reemplazada por un circulo excéntrico.

Figura 1
Imagen de los tipos de orbitas de Kepler segun el valor que tome la excentricidad e

ecliptic

Nota. Adaptado de Fig. I The basic lunar model from antiquity (adopted ever since) [...]
[Imagen] tomado de Moon-Earth-Sun: The oldest three-body problem (p.600) por Martin C.
Gutzwiller, 1998, Reviews of Modern Physics, 70(2).

A mediados del siglo XVII, la astronomia del sistema solar habia llegado a un punto en el que
cualquier avance posterior en el mismo sentido solo podia confundir la nueva imagen del universo
que habian creado Copérnico, Brahe y Kepler.

La tercera etapa se alcanzo a finales del siglo XVII con la obra de Isaac Newton, que representa
el primer intento de explicar las observaciones tanto en la Tierra como en los cielos sobre la base de
unas pocas "leyes" fisicas en forma de relaciones matematicas. Este primer esfuerzo de unificacion
puede considerarse un éxito sélo porque logrd resolver algunos problemas dificiles, como la
interaccion de los tres cuerpos Luna-Tierra-Sol. Newton puso a prueba su gran teoria de la
gravitacion universal casi exclusivamente estudiando el movimiento de la Luna, incluido su efecto
sobre el movimiento de la Tierra manifestando las mareas y la precesion de los equinoccios.

Respeto a la astronomia en los ultimos siglos, es todo mucho mas técnico. Mediante diversos
métodos, Laplace (1749-1827) pudo afirmar que la mecénica celeste concordaba completamente
con las observaciones astrondmicas; en su obra publicada entre 1799 y 1805 valid6 la teoria de
Newton afirmando que toda la astronomia en el sistema solar se puede reducir a las tres leyes del
movimiento y la gravitacion universal. Lagrange (1736-1813) inici6 una nueva tendencia en la que
todos los problemas matematicos de la mecanica podian resolverse mediante el mismo proceso
uniforme; las transformaciones candnicas finalmente ganaron el campo. No utiliza el término
“momentum” sino que se refiere a la “velocidad”. Delaunay los utilizd por primera vez a gran
escala para encontrar la solucion definitiva al problema lunar perturbando la solucion del problema
de los dos cuerpos Tierra-Luna. Luego, Hill tratd la trayectoria lunar como un desplazamiento de
una oOrbita periddica que es una solucidon exacta de un problema restringido de tres cuerpos. La



dificultad de Newton para explicar el movimiento del perigeo lunar finalmente se resolvid y la
Orbita de la Luna se calculd mediante un nuevo método que se convirtid en el estandar universal
hasta después de la Segunda Guerra Mundial. Poincaré abri6 el siglo XX con su andlisis de las
trayectorias en el espacio de fases, su insistencia en investigar las oOrbitas periddicas incluso en
sistemas ergodicos y su critica a la teoria de la perturbacion, particularmente en el caso del
movimiento de la Luna. La exploracion espacial, la astrofisica y el aterrizaje de los astronautas en
la Luna condujeron a una nueva etapa en la mecanica celeste. La teoria lunar ahora tiene que
confrontar muchos datos nuevos mas alld del simple problema de los tres cuerpos para mejorar su
precision por debajo de un segundo de arco. La computacion domina todos los avances teoricos.

Para este trabajo, ademds de conocer la historia, he necesitado investigar y obtener informacién
de diferentes fuentes para finalmente llegar a mi objetivo que es calcular la distancia entre la Tierra
y la Luna y estudiar su orbita respecto al primer cuerpo. Para ello, he utilizado registros de
numerosas mediciones entre las que se incluye posicion y velocidad en el espacio ademas de la
excentricidad, inclinacion, etc., a lo largo de una década. Otro de los objetivos, a pesar de disponer
de ambos conjuntos de datos, es poder obtener los elementos orbitales de la orbita Tierra-Luna a
través del vector estado y también poder realizar el proceso inverso relacionando ambas formas de
estudiar la orbita.

Antes de empezar con el desarrollo y estudio de los datos, es importante presentar algunos
conceptos claves para su entendimiento. Es por ello por lo que primeramente se presentan las bases
teodricas utilizadas en el apartado 2, después se presenta la base de datos utilizada en el apartado 3, a
continuacion, se estudian las variables disponibles y se trabaja con ellas para relacionarlas entre si
en este mismo apartado. En el siguiente capitulo, se muestra graficamente el comportamiento de
cada pardmetro medido y un breve razonamiento de ese comportamiento. A continuacion, en el
apartado 5 se realizan las transformaciones presentadas en el capitulo 2 y se muestra el error
cometido en ellas. Por Ultimo, se ha querido hacer una comparaciéon con la base de datos de
Wolfram Alpha y Mathematica, la cual es una aplicacion con multiples usos, siendo uno de ellos la
astronomia, que es utilizada por un gran nimero de usuarios. Para finalizar el trabajo se han
incluido unas conclusiones en las que se incluyen posibles ampliaciones y otros inconvenientes. Al
final del documento se encuentra el anexo, un capitulo dedicado a informacion extra para la
comprension de ciertas partes del trabajo, sobre todo las relacionadas con el tratado de los datos. A
continuacion, se encuentran los capitulos de las referencias y la bibliografia.

2. ESTUDIO DE LA ORBITA LUNAR

El movimiento de la Luna alrededor de la Tierra no es simple ni constante, ni su 6rbita es
una elipse perfecta porque ni la Luna ni la Tierra son esféricas ni homogéneas para que esto suceda.
La orbita de la Luna es un ejemplo de una orbita con perturbaciones, tanto por la influencia del Sol
como por la de otros cuerpos del sistema solar.

Para comprender este sistema complejo, primero voy a abordar conceptos fundamentales que
describen las orbitas en general para después ver como se aplica a la 6rbita en la que se involucran



la Tierra y la Luna. Con esto finalmente se podran mostrar los resultados al estudiar la orbita con
los datos disponibles.

2.1. ORBITA KEPLERIANA

Las orbitas de los cuerpos celestes se modelan inicialmente como trayectorias elipticas
ideales, de acuerdo con las leyes derivadas por Johannes Kepler. De manera simplificada se puede
entender una orbita kepleriana como el movimiento de un cuerpo respecto a otro en un plano orbital
de dos dimensiones en un espacio de tres (https://en.wikipedia.org/wiki/Kepler orbit). Ademas,
cualquier Orbita con estas caracteristicas puede ser parametrizada mediante 6 pardmetros,
denominados elementos orbitales los cuales se especificardn mas adelante.

Como ya se ha comentado, no se tienen en cuenta las perturbaciones en el célculo de la
oOrbita, solo la atraccion gravitacional de estos dos cuerpos. Ademas, se asumen cuerpos esféricos y
homogéneos.

La trayectoria que describe el movimiento de un cuerpo alrededor de otro puede describir
una elipse, pardbola, hipérbola, circunferencia o incluso una recta, segin el valor de la
excentricidad de dicha orbita. La excentricidad puede definirse como un parametro que mide lo que
se desvia una oOrbita de ser una circunferencia perfecta y se identifica con e. Para que se describa
una Orbita circular, la excentricidad debe ser igual a 0, las orbitas elipticas la excentricidad toma
valores entre 0 y 1, las parabdlicas igual a 1 y las hiperbolicas valores superiores a 1. En la Figura 2
se muestra la forma de cada una, en el mismo orden en el que se han presentado.

Figura 2
Imagen de los tipos de orbitas de Kepler segun el valor que tome la excentricidad e

e = 0 — Orbitas circulares

0 < e <1 — Orbitas elipticas
e =1 — Orbitas parabolicas
e > 1 — Orbitas hiperbolicas

3

Nota. Adaptado de Fig. 31 The 4 types of conic section [Imagen] por Bryan Weber
(https://orbital-mechanics.space/the-orbit-equation/the-orbit-equation.html).




Concretamente, el movimiento que describen los cuerpos del sistema solar alrededor del Sol
forma orbitas elipticas, de la misma manera que lo hace la Luna alrededor de la Tierra, por lo que
sera este tipo el que estudie.

2.2. LEYES DE KEPLER

Para poder formular matematicamente el movimiento de los planetas alrededor del Sol
Johannes Kepler enuncio las conocidas como leyes de Kepler. Estas describen el movimiento
orbital. Los enunciados de las leyes, presentados a continuacion, y la Figura 3 que acompaia a la
explicacion y demostracion de la segunda ley se han obtenido de la pagina web de Wikipedia
(https://en.wikipedia.org/wiki/Kepler%27s laws_of planetary motion). Aqui ademds se encuentra
informacion mas detallada y extendida de lo que se presenta en este documento.

e Primera Ley: Todos los planetas se desplazan alrededor del Sol describiendo orbitas
elipticas. El Sol se encuentra en uno de los focos de la elipse

e Segunda ley: El radio vector que une un planeta y el Sol recorre dreas iguales en tiempos
iguales.

o Tercera ley: Para cualquier planeta, el cuadrado de su periodo orbital es directamente
proporcional al cubo de la longitud del semieje mayor de su orbita eliptica.

Para la primera ley Kepler observo los planetas durante varios afios y pudo concluir que las
orbitas que describian alrededor del Sol no eran circulares como se creia en aquel entonces, sino
que eran elipticas. Haciendo observaciones y mediciones mdas detalladas, pudo concluir que,
ademas, el Sol se encontraba en uno de los focos de dicha elipse.

La segunda ley es algo mas compleja, pero indica que la velocidad de un planeta no es
constante en toda la orbita, sino que varia segiin como de cerca o lejos se encuentre respecto al Sol.
Cuando el planeta se encuentra en el punto mas alejado del cuerpo central en la 6rbita (afelio
cuando el cuerpo central es el Sol y apogeo para la Tierra) la velocidad es menor que cuando esta
en el punto mas cercano (perihelio para el Sol y perigeo para la Tierra). A pesar de que la velocidad
no sea constante, el hecho de que recorra areas iguales en tiempos iguales, indica que el momento
angular es constante, por lo que las orbitas son planas y estables, se recorren siempre en el mismo
sentido y la fuerza que mueve los planetas es central. En la Figura 3 se muestra lo explicado.

Figura 3
llustracion grafica de la segunda ley de Kepler (en tiempos iguales, el planeta “recorre” areas
iguales)

Nota. Adaptado de Representacion grdfica de las leyes de Kepler. [Imagen]
(https://es.wikipedia.org/wiki/Leyes de Kepler).




Por ultimo, la tercera ley se puede escribir matemdticamente de la siguiente manera,
llamando 7 al periodo orbital, ¢ a la longitud del semieje mayor y C la constante de
proporcionalidad.

T2
—= (¢ = constante
= (D

Afios mas tarde, Isaac Newton estudio dichas leyes y le llevo a formular la Ley de
Gravitacion Universal. Gracias a esto, pudo relacionar esta ley con su propio estudio y dio valor a
esa constante de proporcionalidad C.

T2 472
— = Ealli.,
i G.ﬂff (2)

A pesar de que las leyes de Kepler son suficientes para describir el movimiento de los
planetas alrededor del Sol, no es suficiente para los conceptos mas simples del movimiento lunar,
que no pueden entenderse sin la atraccion gravitacional tanto de la Tierra como del Sol, asi como de
otros planetas del sistema solar.

2.3. ELEMENTOS DE LA ORBITA KEPLERIANA

Una forma de representar el movimiento de un objeto es mediante un vector de posicion y un
vector de velocidad. En el caso de que el movimiento suceda en un espacio tridimensional, como es
el caso que se estudia, cada vector tendra un total de 3 componentes, una para cada eje x, y, z
definidos para ese espacio. Una oOrbita generalmente se define por 6 elementos que se pueden
calcular a partir de los vectores mencionados. Gracias a estos valores, se puede ver como es el
movimiento de dicho cuerpo y por lo tanto se puede predecir la posicion y velocidad que llevara en
momento futuro.

A pesar de que hay varios elementos relacionados con la érbita y que la definen, son seis los
esenciales para especificar matematicamente una Orbita. Los seis elementos orbitales se pueden
dividir en tres grupos, segln la informacién que den. Dos de ellos definen el tamafo y forma de la
oOrbita, tres definen la orientacion del plano orbital y el altimo define la posicion del cuerpo en la
orbita (https://es.wikipedia.org/wiki/%C3%93rbita_de Kepler). Algunos de ellos pueden ser
sustituidos por otros valores, pero lo esencial es que se definan esas tres partes en el movimiento.
Basandome en la Figura 4 y con la misma notacion, presento los elementos y su significado.




Figura 4
llustracion grdfica de los elementos orbitales de una orbita kepleriana

Nota. Adaptado de Figura 9.1 [Imagen] por Abad, A. A. (2012). Astrodinamica. Bubok
Publishing S.L.

Los elementos que definen el tamafio y la forma de la drbita son:

e Semieje mayor (a). Este valor representa la mitad del didmetro mas largo de una
elipse, Figura 5. Cuando se habla de astronomia, como es el caso, también equivale a
la distancia media de un cuerpo u objeto que orbita alrededor de otro. Este parametro
por lo tanto define el tamafio de la orbita.

Figura 5
llustracion de la forma y elementos de una elipse

Nota. Adaptado de Figura 7.3 [Imagen] por Abad, A. A. (2012). Astrodindmica.
Bubok Publishing S.L.

e Excentricidad (e). Parametro que define la forma de la orbita. Su valor se ha
explicado en el apartado 2.1, donde se ha visto la forma que tiene la orbita seglin este
valor.

Por otra parte, los elementos que definen a orientacion del plano orbital son:

e Inclinacion orbital (i). En este valor se mide el angulo que forman el plano en que se
inscribe la orbita y el plano de referencia.

e Longitud del nodo ascendente (Q2). Se considera una orbita inclinada en un angulo i
respecto el plano de referencia y se denomina /inea del nodo a la interseccion entre



dicho plano de referencia y el plano de la orbita. La orbita intersecciona con esta
recta en dos puntos: el nodo descendiente, siendo este el punto donde el cuerpo pasa
de estar por encima del plano de referencia a estar por debajo, y el nodo ascendente,
siendo este punto el caso opuesto. La longitud o ascension recta del nodo ascendente
es la ascension recta (véase mas informacion de esto en la _ BIBLIOGRAF{A) del
punto donde el cuerpo orbitante se encuentra y el nodo ascendente o también es el
angulo desde el eje X del plano de referencia hasta el punto de corte con la orbita. En
la Figura 6 se ve una representacion de este concepto.

e Argumento del perigeo (w). Define la distancia angular a lo largo de la orbita desde
el nodo ascendente hasta el punto de perigeo.

Figura 6
llustraciones de la longitud del nodo ascendente () con sus parametros

Y4

h

\wperiagsis

Node Line

Nota. Adaptado de Fig. 45 [Interfaz] por Weber, Bryan, Obtenido de:
https://orbital-mechanics.space/classical-orbital-elements/classical-orbital-
elements.html.

Estos no son necesarios si se quiere discutir sobre el movimiento del objeto teniendo en
cuenta solo el plano orbital, ya que son medidas angulares que definen orientacion en relacion con
el espacio de referencia, si se estudia exclusivamente la trayectoria sin las perturbaciones o sin otros
elementos estos tres parametros pueden ser omitidos. Sin embargo, el estudio es muchisimo mas
completo con la presencia de ellos.

Finalmente, el ultimo elemento que define donde se encuentra el cuerpo u objeto en la oérbita:

e Anomalia verdadera (v o f). Define la distancia angular a lo largo de la 6rbita desde
el punto de perigeo hasta el punto en el que se encuentra el cuerpo. Este valor puede
ser sustituido por otros valores alternativos, donde los mas utilizados son la anomalia
media (M) y el tiempo desde el perigeo (T).



Asi como los elementos orbitales se pueden obtener a través de los vectores de posicion y
velocidad, estos ultimos también se pueden obtener a partir de los elementos orbitales. Este paso y
relacion es una parte fundamental de este trabajo: comprender la relacion entre ambas cosas,
entender la complejidad del movimiento y 6rbita de la Luna, debido a todos los parametros de su
orbita y por las perturbaciones que esta sufre. Asi, con los datos obtenidos voy a realizar ambas
transformaciones y comparar mis calculos con el conjunto de datos obtenido de la interfaz
disponible en la pagina web de la NASA y asi obtener el error cometido al hacer los calculos. La
eleccion y estudio de los datos se comenta a partir del apartado 3.

2.3.1. CALCULO DE LA ORBITA A PARTIR DEL VECTOR ESTADO

Es esencial conocer la manera de obtener elementos orbitales a través del vector estado y
viceversa para poder tener la informacion mas completa posible segin las necesidades del estudio.
En mi caso, he podido acceder a todos estos datos en dos ficheros diferentes desde la misma
interfaz, lo que a priori me asegurard que los datos estdn medidos de la misma manera. Sin
embargo, como es parte de este trabajo, voy a realizar ambos procesos. Como tengo ademas los
datos reales medidos por la NASA, voy a poder hacer un estudio y comparacion de los resultados
que yo he obtenido con los medidos por ellos, lo cual va a favorecer al estudio.

Newton resolvid las ecuaciones diferenciales de la Ley de Gravitacion Universal y a partir
de ahi se resuelve el problema de los dos cuerpos, cuyas soluciones son conicas. A partir de esto, se
obtuvieron las formulas que utilizaré mas adelante para pasar de unas coordenadas a otras y su
relacion con las efemérides.

En primer lugar, partiendo del vector estado voy a calcular los pardmetros definidos en el
apartado anterior. Para ello, he utilizado los calculos especificados en el libro de Abad (2012), los
cuales voy a incluir a continuacion. En el libro se especifican los calculos mucho més en detalle,
ademds de incluir algunos casos especiales que puede ser importante segun el estudio que se
realice. Como en este caso no es necesario, solo voy a incluir lo esencial y lo que se aplica a mi
caso de estudio concreto.

Se define el parametro gravitacional estdndar en la ecuacion especificada inmediatamente
debajo, siendo G la constante de gravitacion universal, M la masa de la Tierra y m la masa de la
Luna.

U==G6(M+m)
Para el calculo, se suponen conocidas la posiciéon x, y la velocidad X, en un instante #, y la

constante x. Entonces, se calcula la distancia 7, como la norma del vector x,. A continuacion, se
realizan los siguientes célculos:
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A partir de las constantes de integracion obtenidas, G, que corresponde al vector momento
angular y su modulo G, A, el vector de Laplace y su mddulo 4, y 4, la energia, se pueden obtener la
excentricidad (e), el semilatus rectum (p) y el semieje mayor de la orbita segun si la excentricidad
es mayor o menor que 1 (a).
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Con esto, ya son conocidas la forma y tamafio de la orbita, por lo que el siguiente paso es
determinar la posicion relativa de esta en el espacio. Para ello, primero se indica que es necesario
calcular los vectores del sistema orbital (o, v, n) para ¢t = t,.

T (i f
Ug=—, N=-—/, Typ=T71 X1Up;.
0 (5

Una vez obtenidos estos valores, se puede obtener la inclinacion y la longitud del nodo
ascendente.

i = acos(n-es),
] = atan( mn-eq,m-e),

Como se conoce 4 y 4, se puede obtener
a=A/A 3)

Para los dos ultimos valores faltantes, el argumento del perigeo y la anomalia verdadera, se
obtienen mediante la relacion

(w + fo) = atan (vp - €3, up - €3)
y la anomalia verdadera se puede obtener a partir de los vectores del sistema orbital
Jo =atan(a - ug, —a - vy),

lo que permite obtener ® con la relacion anterior habiendo obteniendo a segin la Ecuacion 3. Con
estos calculos, se ha podido obtener los seis elementos orbitales esenciales de una 6rbita kepleriana.



2.3.2. CALCULO DE EFEMERIDES

El proceso contrario al realizado anteriormente es conocido como cdlculo de efemérides. En
este, se parte de los parametros de la 6rbita para obtener tanto la posicion como la velocidad en
cada punto. Los calculos los he obtenido de la misma fuente, del libro de Abad (2012).

Definiendo rotaciones elementales, como matriz de giro alrededor del eje Ox, Oy y 0z: R;, R>
y Rj3 respectivamente.

1 0 0 cosf 0 send
Bi(#)y=1 0 cost send |, Ro(f) = ' | 01,
() scn# cosf senfl 0 cosé
cosf scnf 0
By(0)=| scnf cosf 0
0 0 1

Los vectores de posicion y velocidad se pueden obtener

y | = R@RGORw | 0],
z ]
X f'.
1% = Ri(DRi()Raw + )| rf
P ]

Por ultimo, siguiendo el libro en cada paso y realizando los céalculos necesarios, finalmente
se obtiene la formula para calcular los elementos del vector posicion

x = (coscos(w + f) —sinQcosisin(fw+ f)) r,
v = (sinQcos(w + f) +coscosisin(fw+ f)) r,
z=sinisinflw+f) r,

y los elementos del vector velocidad
X = (cosflcos{w + f) — sinQ cosisin{ew + )7 — (cos N sin(w + f) + sinfcosicos(w + f)Irf,

Y = (sin1cos(w + f) + cos Qcosi sin(w + £))F + (—sin Qsin(w + f) + cos N cosi cos{w + FIrf,
Z = sinisin{w + f)# + sinicos(w + f)rf .

Y, por tltimo, las variables r, 7 y f se obtienen

Fh

B 1
1+ ecosf



y calculando

Gz;{:xXz-rsz?

2 f=0G=up.

Con esto, se puede obtener finalmente

. Ge
Fi—= sen f,
P

De esta manera, se consigue el vector estado (los vectores posicion y velocidad) a partir de
los elementos orbitales, por lo que he obtenido una relacidon bidireccional entre ambos conjuntos de
valores. El siguiente paso es aplicarlo a mi caso particular, realizando los calculos con los valores
concretos de mi conjunto de datos y poder calcular por una parte el error cometido y por otra
estudiar la naturaleza de los elementos orbitales.

3. DATOS

La idea inicial era utilizar datos procedentes de un radiotelescopio en Letonia, por la relacion
entre la Universidad y la institucion. Esto requeriria de mucho tiempo del cual no disponiamos, por
lo que por problemas técnicos se ha decidido posponer este trabajo y finalmente no han podido ser
utilizados. Ante esto, pude encontrar, descargar y utilizar un registro de datos de la pagina NASA’s
Archive of Space Geodesy Data (https://cddis.nasa.gov/archive/). En esta pagina se encuentran
numerosas carpetas con informacion que puede ser relevante para diversos campos e
investigaciones.

El propio fichero de informacion que se puede encontrar en esta misma pagina recoge todo el
contenido de cada carpeta, como se muestra en la Figura 7, para poder encontrar y utilizar lo que se
requiera en cada investigacion. Algunas de las carpetas mds interesantes contenian datos y
productos relacionados con el sistema DORIS (Doppler Orbitography and Radiopositioning
Integrated by Satellite), también otros relacionados con el sistema GLONASS (Global Navigation
Satellite System), sistema de navegacion por satélite ruso, VLBI (Very Long Baseline
Interferometry), etc. En concreto, contiene una carpeta identificada como “/s/r” donde se
encuentran datos y productos relacionados con el SLR (Satellite Laser Ranging), que es una técnica
de medicion geodésica en la que se utilizan laseres para medir la distancia entre la Tierra y la Luna,
a través de estaciones en la Tierra y reflectores ubicados en satélites, en este caso en la Luna.
Ademas, existe una carpeta llamada “reports” que contiene archivos de reportes y correos, como
informes técnicos o resultados de investigaciones relacionadas con los archivos que se encuentran
es este directorio. Hay una carpeta igual en cada directorio posterior.



Figura 7
Imagen del contenido de la base de datos

Welcome to the CDDIS Anonymous FTP Archiwve

The main directories are:

fpub/doris DORIS data and products
/glonass GLONASS data and products
/eps GPS data and products
/slr SLR data and products
/vlbi WLBI data and products
FaSAC Data files for the GPS Seamless Archiwve
/egm9a6 NASA GSFC and NIMA Joint Geopotential Model files
fformats Data format documentation
/misc Miscellaneous files

/personnel Address book
/products Submitted analysis products
/reports various mail files and reports

Contact Carey Noll (Carey.Noll@nasa.gov) for further information.

B e L e

Nota. Fragmento del archivo que indica el contenido de cada
carpeta y directorio en él.

Dentro de la carpeta con los datos de interés de este trabajo, se encuentran otros nuevos
directorios: “data”, dos carpetas con archivos de prediccion de satélites SLR en formatos CPF y
TIRVs, “products”, “slrmail” y “report”. La carpeta que contiene productos derivados del SLR
también contiene informacion importante como archivos de descripcion de los centros de analisis
ILRS y soluciones de estacion y parametros de orientacion de la Tierra. La primera carpeta es la
mas completa de todas, y en la que se encuentra la informacidén mas relevante ya que contiene datos
de rango laser satelital. Contiene:

Datos de rango laser a tasa completa en distintos formatos, entre ellos “CRD” y “CRD V2”.
Contienen archivos mensuales y diarios de un gran niimero de satélites, ademas de un
resumen de estos mismos ficheros. Cada archivo se identifica por el nombre del satélite y la
fecha: si es un resumen de un mes entonces se identifica con YYYYMM (siendo YYYY el
ano y MM el mes) y si es un archivo diario se identifica de manera similar YYYYMMDD
(siendo DD el dia).

Datos de puntos normales (normal points) de SLR en los mismos formatos, que son
versiones resumidas y filtradas de las mediciones. Aqui se encuentran archivos de puntos
normales diarios, mensuales y anuales para numerosos satélites. Para identificar y nombrar
los archivos de esta carpeta siguen el formato explicado anteriormente.

Reportes o informes sobre los datos almacenados, asi como resimenes diarios, semanales,
trimestrales, etc. de segmentos de pase de puntos normales de SLR por satélite. También
contiene un directorio con datos relacionados con la sincronizacion y temporizacion del
proceso.

Los directorios que he explorado y utilizado han sido los dos primeros mencionados. Sin
embargo, estos contienen un gran volumen de datos por lo que para optimizar el proceso y sacar



maximo rendimiento al trabajo, se deben estudiar y seleccionar los satélites de los cuales obtener
los datos y la informacion para poder calcular la distancia entre la Tierra y la Luna.

Entre los satélites que se encontraban en los archivos, los que mas se adaptaban a mis
necesidades y por lo tanto de los que finalmente extraje la informacion fue de Apollo 11, Apollo 14
y Apollo 15. Estos reflectores fueron instalados en la superficie de la Luna durante las misiones
Apollo.

Después de haber identificado, escogido y descargado los archivos de datos que interesan
para el célculo de la distancia entre la Tierra y la Luna ademas de para la determinacion y el estudio
de la orbita de la Luna, se debe hacer una exploracion del contenido de estos para saber qué tipo de
informacion se incluye, como viene dada esta informacion y sobre todo como tratarla para poder
utilizarla en el estudio.

De todo el directorio de datos, seleccioné dos tipos de archivos. En primer lugar, los datos
de rango laser nombrados anteriormente de los tres reflectores seleccionados y, en segundo lugar,
los datos de puntos normales. A pesar de que ambos tipos de documentos tienen una estructura y
formato similares presentan informacion diferente.

Existe otra pagina de la NASA conectada con la primera, en la que se encuentran los datos,
donde se recoge una explicacion detallada del contenido de todos los documentos. La pagina
pertenece concretamente a la seccion International Laser Ranging Service (ILRS Data Format and
Procedures Working Group, 2019). En esta, se detallan todas las posibles partes del archivo, asi
como cada posible valor que podria tomar y la relacion que tienen esos valores con otros. Ademas,
también se especifica en qué unidades o sistema de medicion se utiliza en cada uno de los datos y
registros que se especifican en el documento, lo cual es esencial para poder completar de manera
Optima, precisa y real todos los calculos que se van a necesitar para la realizacion de este trabajo.
En general, el sistema de medicioén que se utiliza es el SI, Sistema Internacional de Unidades.

A pesar de tener la informacidon que se necesita para poder realizar el estudio con el conjunto de
datos presentado, finalmente no han podido ser utilizados, ya que, aunque contienen las variables
indicadas y tienen un gran nimero de registros, estos estan recogidos en un pequeiio numero de
fechas. Después de recoger y tratar los datos, pude ver que contaba con 30272 instancias, instantes
medidos, en tan solo 163 dias diferentes a lo largo de mas de 12 afios. Esto significa que de media
se tiene registros de aproximadamente un dia al mes, lo que no es suficiente, ya que se requiere
hacer un seguimiento claro de la 6rbita y poder encontrar patrones y anomalias en ella y teniendo
aproximadamente un valor de cada orbita para ello es muy pobre.

Es por esto por lo que tuve que buscar otro conjunto de datos que contase con todo lo necesario
para poder realizar mi investigacion. Como ya habia trabajado en profundidad con el conjunto de
datos anterior y ofrecia informacion muy relevante e interesante, aunque no suficiente para el
objetivo principal, quise seguir buscando en una pagina similar de la NASA, para de esta manera
poder relacionar en cierta manera ambas y completar la informacion con ello.



Finalmente, di con una pagina: NASA Horizons. El nuevo conjunto de datos que voy a utilizar
se obtiene de una interfaz web para generar efemérides topocéntricas. En esta pagina
concretamente, se especifica paso a paso el proceso para poder generar Efemérides.

La aplicacion web (https://ssd.jpl.nasa.gov/horizons/app.html#/), o interfaz web, consta de 5
apartados principales, mostrados en la Figura 8 y explicados posteriormente.

Figura 8
Imagen de la interfaz

Horizons System

About App Manual Tutorial Time Spans News

Horizons Web Application

SavelLoad Settings...

1 Ephemeris Type: [ Observer Table v

2 Target Body: Mars

3 Observer Location: Geocentric [code: 500]

a4 Time Specification: Start=2024-10-26 UT , Stop=2024-11-25, Step=1 (days)

5 Table Settings: defaults

After specifying settings above (items 1 to 5), generate an ephemeris by pressing the "Generate Ephemeris” button below. If

Nota. Imagen en la que se muestra la interfaz de la pagina Horizons
System.

o Ephemeris Type. Esta opcion sirve para seleccionar qué informacion se quiere
acerca del cuerpo a observar y como se quiere esta informacion. Las opciones en
el desplegable son Observer Table, que ofrece medidas (como la ascension recta,
la declinacion o la direccion de movimiento respecto a varios cuerpos). Otra
opcion es Vector Table, que ofrece vectores cartesianos como por ejemplo
coordenadas xyz en un sistema de referencia especifico. La tercera opcion para
elegir es Osculating Orbital Elements, que ofrece medidas e informacion acerca
de los elementos orbitales del cuerpo elegido en relacion con el sistema de
referencia seleccionado. Por ultimo, Small-Body SPK File proporciona
informacion especifica sobre cuerpos pequenos.

e Target Body. En la segunda opcion, se debe especificar con el boton “Edit” el
cuerpo que se quiere observar. Hay varias maneras de especificarlo: se puede
buscar directamente el cuerpo, se puede seleccionar desde una lista de cuerpos
principales, se puede especificar también usando TLEs (normalmente para
seleccionar un satélite artificial orbitando alrededor de la Tierra) y por ultimo se
puede especificar un cuerpo pequeio (asteroide o cometa) usando elementos
(normalmente para cuerpos pequefios que no estan disponibles via Horizons).

e Observer Location. Este campo varia segin lo seleccionado en el primero. Por
ejemplo, si se selecciona Observer Table, se requerird especificar Observer
Location, pero si se selecciona Vector Table, entonces la tercera entrada sera
Coordinate Center. A pesar de que en cada caso se indican cosas diferentes en



este campo, la manera de buscar es en todas la misma. Por una parte, se puede
especificar buscando una localizacién concreta, también se puede seleccionando
desde una lista de localizaciones de la Tierra, especificando coordenadas o, por
ultimo, usando TLEs. Con esto, las parejas de seleccion de los campos primero y
tercero se agrupan de esta manera:

e Observer Table — Observer Location.
e Vector Table — Coordinate Center.
e Osculating Orbital Elements — Coordinate Center.

e  Small-Body SPK File — Coordinate Center. Esta pareja de opciones
requiere que se especifique en Target Body un cuerpo pequefio, ya que se
entiende que es lo que se busca observar.

e Time Specification. En este campo se determina la magnitud del conjunto de datos
que se quiere obtener, ya que se especifica las fechas de las que quieres sacar la
informacion que se ha seleccionado en el resto de los campos. Se puede realizar
de dos maneras: por una parte, se puede especificar una fecha de comienzo y otra
de final para obtener datos desde una hasta la otra ambas incluidas y, por otra
parte, se puede especificar una lista de fechas. En el primer caso, se debe tener en
cuenta ademds que se debe determinar el salto entre fechas ( “step size”), es decir
cada cuanto se quiere generar una instancia o registro. En la Figura 9 se muestra
un ejemplo.

o Table Settings. Este ultimo campo es el mas completo. Aqui se cuenta con una
serie de ajustes y especificaciones acerca de la informacidon que se quiere de la
disponible. Esta seleccion cambiard segiin lo que se haya elegido en el primer
campo.

Una vez se tiene todo seleccionado, especificado y finalizado, se pulsa el boton verde en la parte
inferior izquierda de la Figura 9 para generar el conjunto de datos personalizado. La interfaz ofrece
una visualizaciéon completa de los datos sin necesidad de descargarlos.

Figura 9
Imagen de la interfaz en la selecion del tiempo

Choose a method for specifying output times:

'._Specwfy time span v
Specify a Time Span
Start time: ©@ ;é014—10—21 | B.C. 9999-03-20 00:00 (min. for current target body)

Stop time: @ |2024-10-21 | A.D. 9999-12-31 12:00 (max. for current target body)

Step size: © 4 j:ﬂhours v |

days
Optionally, select one of the preset s from today to the indicated number of days later at 1-day steps.
hours

10 day | 30 day || 60 day | —

Use Specified Time Span equal intervals (unitless)

calendar years

calendar months

Nota. Imagen en la que se muestra la interfaz de la pagina Horizons System.



En la guia de wuso de la interfaz, disponible en una pagina web relacionada
(https://ssd.jpl.nasa.gov/horizons/tutorial.html), se ofrece més informacion y detalla cada parte.
Ademas, consta de un ejemplo practico (https://ssd.jpl.nasa.gov/horizons/tutorial.html#example)
que sirve como base.

La interfaz web no ofrece informacién sobre coémo estan organizados los datos para poder hablar
de ellos desde un punto de vista mas técnico. Sin embargo, se puede ver que esta es muy completa
y que para realizar una consulta, es decir, generar cualquier conjunto de datos, es necesario
especificar todos los parametros explicados. El ultimo, Table Settings, sirve para indicar los valores
que se quieren obtener con lo seleccionado en cada punto anterior, por lo que todos estos se pueden
entender como las claves y Table Settings la seleccion de variables de la tabla obtenida. Es probable
que se trate de una base de datos que usa un modelo relacional ya que encaja con la forma de
acceder a los datos y es el modelo més extendido. Este modelo trabaja principalmente con tablas, de
tal manera que almacena los registros de diferentes tablas que pueden relacionarse por
comparaciones de valores de los campos que contienen cada una de ellas, mediante campos
comunes. Esto se conoce como cruzar dos tablas.

Atendiendo a los niveles de un sistema de bases de datos como se muestra en la Figura 10, este
corresponderia al nivel externo o de vista, sabiendo ademds que es un sistema gestor de bases de
datos multiusuario ya que permite consultas de diferentes usuarios al mismo tiempo. Es una
aplicacion web muy completa y apta para cualquiera que necesite utilizarla ya que no necesita un
Lenguaje de Definicidon de Vistas como otros sistemas, ejemplos en Tejada, E. C. (2015).

Figura 10
Esquema de un sistema gestor de base de datos
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Nota. Se muestran los diferentes niveles. Imagen obtenida de Y Arquitectura
(Y Arquitectura, s.f.).



3.1. CONTENIDO DE LOS DATOS

El objetivo principal del trabajo es calcular la distancia entre la Tierra y la Luna, observar
patrones o anomalias y cambios y ademds poder determinar la orbita de la Luna y poder estudiarla
para observar también aspectos destacables de su orbita.

Es por ello por lo que voy a generar dos conjuntos de datos, uno con el formato Vector
Table para obtener la informacién sobre la posicion y la velocidad, y otro con Osculating Orbital
Elements, que me permitird saber las especificaciones de la oOrbita lunar como explicaré mas
adelante. A pesar de contener informaciones muy diferentes, el formato de ambos ficheros es muy
similar.

Para poder ver y explicar el contenido de los datos, debo antes especificar la seleccion de
opciones realizada en los campos explicados. Para ello, dividiré en dos de tal manera que explicaré
en cada uno un conjunto de datos diferente: el generado como Vector Table y el generado como
Osculating Orbital Elements.

3.1.1. DATOS VECTOR TABLE

En primer lugar, tenemos los documentos que contienen datos de posicion y velocidad como
coordenadas cartesianas xyz. Selecciono primero el formato en el primer campo a continuacion,
selecciono el objeto a observar, en este caso la Luna, contintio seleccionando desde donde o el
sistema de referencia que quiero tomar para obtener mis datos y resultados, después selecciono el
rango de fechas y cada cudnto y por ultimo otros ajustes e informacion. Las especificaciones
utilizadas son las que se muestran en la Figura 11.

Figura 11
Imagen de la interfaz en la seleccion del conjunto de datos del tipo Vector Table

SavellLoad Settings...

1 Ephemeris Type: | Vector Table v

2 Target Body: Moon [Luna]
3 Coordinate Center: Geocentric [code: 500]
4 Time Specification: Start=2014-10-21 TDB , Stop=2024-10-21, Step=4 (hours)

5 Table Settings: custom

After specifying settings above (items 1 to 5), generate an ephemeris by pressing the "Generate Ephemeris” button below
corresponding to the settings above can be viewed by using this link.

Nota. Imagen en la que se muestra la interfaz de la pagina Horizons System.

He escogido un periodo de 10 afios con un registro cada 4 horas, lo que hace un total de 6
registros cada dia. Se ha elegido de esta manera para que sea un conjunto lo suficientemente
pequefio como para poder trabajar con ellos de manera répida pero lo suficientemente grande como



para poder ver patrones en las Orbitas y en el comportamiento de la Luna a lo largo de los dias,
meses y anos.

Ademas, es importante que el cuerpo central, “Coordinate Center”, sea el especificado en la
imagen si lo que se quiere es realizar un estudio como este, ya que, si se utiliza una ubicacién de un
observatorio o una ciudad, se veran pequefias oscilaciones al graficar la distancia a lo largo del
tiempo. Esto se debe a que no se calcula la distancia desde el centro de la Tierra, sino desde la
superficie. Concretamente, el cuerpo central de la Tierra se puede buscar por su codigo de esta
manera: “@399” o escribiendo “Geocentric”, ya que, si se busca “Earth” o similares, aparece un
observatorio y se tendria el problema presentado.

Continuando con las selecciones, concretamente en el ultimo campo, los ajustes
determinados se pueden observar en la Figura 12.

Figura 12
Imagen de la interfaz en la seleccion de los ajustes personalizados de Vector Table

Select Output Quantities
2. State vector {;g,y,z,Vx,Vy,Vz} v |
Statistical Uncertainties — comets and asteroids only

Select one or more of the following coordinate systems for output of uncertainties in the selected output quantities (position or position and velocity).

XYZ uncertainties (ICRF or FK4/B1950)

ACN uncertainties (along-track, cross-track, normal)

RTN uncertainties (radial, transverse, normal)

POS uncertainties (plane-of-sky; radial, RA, and DEC components)

Additional Table Settings

Reference frame: @ |ICRF v:
Reference plane: @ | ecliptic x-y plane derived from reference frame (standard obliguity, inertial) v |
Vector correction: @ ,:g_eometric states ~
Calendar type: @ | Mixed v
Output units: @ |km and seconds v
Vector labels: &
Output TDB-UT: @ [
CcsVformat: @ [
Object summary: @

Nota. Imagen en la que se muestra la interfaz de la pagina Horizons System.

El formato del archivo esta estructurado de tal manera que al inicio hay algunos datos,
especificaciones e informacion de interés mas general o medidas a tener en cuenta respecto al
documento generado. La segunda parte es la que contiene los datos para los cuales se ha
seleccionado en los distintos campos los diferentes ajustes. Finalmente, después de esto se
encuentra la informacion con el contenido y explicacion de cada variable y dato que aparece en el
documento, incluyendo las unidades en las que se recogen, en este caso la posicion estd medida en
km y la velocidad en km/s. La parte de los datos comienza con la fecha y a continuacion el nombre



de la variable seguido por el valor que toma en la fecha y hora especificado en ese registro. Todas
las variables que se encuentran debajo de una fecha pertenecen a ese mismo momento (o0 son
medidas que se recogieron en ese mismo momento) hasta la aparicion de la siguiente fecha, que da
a entender que a partir de ella se especificaran medidas recogidas en este segundo momento.

Para ilustrar y explicar mas detalladamente cada parte, voy a incluir pequefios fragmentos
del documento en el ANEXO y a explicar principalmente la segunda parte de este. Con esto, una
vez se ha descargado el conjunto de datos, ya se puede tratar, organizar y utilizar.

3.1.2. DATOS OSCULATING ORBITAL ELEMENTS

Por otro lado, este tipo de conjunto de datos contienen informacion relacionada con las
orbitas. Segtn la configuracion que se elija, se obtienen valores diferentes. En este caso, queremos
obtener los elementos orbitales definidos en una 6rbita kepleriana, para orbitas elipticas.

Uno de los puntos mas interesantes de este proyecto es trabajar con los datos en ambos
sentidos y poder relacionar el vector de estado con los elementos orbitales, calculando uno a través
del otro para después poder compararlo con el conjunto de datos obtenido en la interfaz nombrada
para observar el error cometido entre otras cosas. Es por ello por lo que es importante que los
registros sean de las mismas fechas que los del conjunto de datos anterior para que los calculos se
puedan comparar de manera lo mas exacta posible. A continuacion, en la Figura 13, se especifica la
configuracion seleccionada.

Figura 13
Imagen de la interfaz en la seleccion del conjunto de datos del tipo Osculating Orbital Elements

Save/Load Settings. ..

1 Ephemeris Type: ::@)sculatir_'u_g_Orbitat Elements v

2 Target Body: Moon [Luna]

= Coordinate Center: Geocentric [code: 500]

4 Time Specification: Start=2014-10-21 TDB , Stop=2024-10-21, Step=4 (hours)

5 Table Settings: defaults

After specifying settings above (items 1 to 5), generate an ephemeris by pressing the "Generate Ephemeris" button below.
corresponding to the settings above can be viewed by using this link.

K s
Nota. Seleccion de la interfaz para generar el segundo documento, de
donde se obtienen los elementos orbitales.

En primer lugar, el tipo de efeméride que buscamos ha cambiado por lo que cambiaremos la
seleccion de “Vector Table” por “Osculating Orbital Elements”. En segundo lugar, el cuerpo
objetivo y el central son los mismos por lo que “Target Body” y “Coordinate Center” seran “Moon
[Luna]” y “Geocentric” respectivamente. Como he indicado anteriormente, el rango de fechas
utilizado serd el mismo. Finalmente, los ajustes utilizados seran los que se muestran por defecto.



Una vez generados y descargados los datos podemos observar que el formato del archivo
estd estructurado de una manera muy similar al anterior. Al inicio se encuentran las
especificaciones de ambos cuerpos y medidas relacionadas con la masa, la 6rbita, etc. De nuevo, la
segunda parte es la que contiene los datos con los que se va a tratar. Para finalizar el documento, se
vuelve a incluir la informacion sobre el contenido del fichero, explicando cada registro y las
unidades en la que se mide cada uno, siendo los angulos en grados, las distancias en km, el tiempo
de perigeo en numero de dias Juliano y el periodo de 6rbita sideral en segundos.

La estructura del cuerpo, la parte de los datos, es igual que el fichero anterior solo
cambiando las variables que se encuentran en ella. Si llamamos “registro” a las medidas recogidas
en cada fecha especificada podemos ver que de nuevo cada registro comienza con la fecha en la que
se han recogido las variables e inmediatamente después se encuentran dichas medidas. Cuando se
llega a otra fecha es cuando se cambia de registro. De nuevo, voy a incluir fragmentos de cada parte
del documento incluidas en el ANEXO. Una vez ya se tienen ambos conjuntos de datos, se deben
tratar y organizar para trabajar con ellos de una manera optima. A continuacion, se explica este
proceso.

3.2. LECTURA Y ORGANIZACION DE LA INFORMACION

Una vez explorado y comprendido el contenido de los datos, se debe seleccionar qué partes
se van a utilizar, lo cual se ha hecho durante la explicaciéon de cada parte de los ficheros. El
siguiente paso es entonces organizar de una manera mas accesible e intuitiva los datos y registros
que se van a utilizar.

Para la lectura de datos realicé un codigo en Python con las librerias pandas, os, mimetypes
y datetime. El cddigo lo dividi en tres partes principales: la primera con la apertura y lectura de los
ficheros descargados, utilizando la libreria os, segundo seleccionar y registrar la informacion de
cada documento y guardarla en diferentes colecciones para organizacion en Python, y por ultimo
convertir y almacenar la informacion en un DataFrame con la ayuda de la libreria pandas y
guardarlo en el directorio del ordenador en formato csv para su uso posterior.

Este proceso es sencillo, utilizando las funciones /listdir() y path.isfile() del directorio os, se
leen y exploran los ficheros descargados y también se identifica que tipo son o que extension o
formato tienen. Cuando se han identificado de qué ficheros hay que extraer la informacion se utiliza
open() para abrir el archivo y readlines() para poder acceder al contenido. Una vez hecho esto, solo
se debe saber qué contiene cada fila y parte, que sabemos que estan precedidas por un indice o
identificador separando la parte inicial, de los datos y de la parte final con la explicacion, y saber en
qué orden o posicidn se encuentra cada valor concreto. Toda esta informacion esta explicada en la
seccion 3.1.1 y en la seccion 3.1.2. Cuando ya se han registrado todas las variables que se desean,
yo registré cada valor en un diccionario siendo el nombre de cada identificador el nombre de las
variables que iba a tener el DataFrame creado mas tarde para, de esta manera, facilitar la
conversion. Cada uno de estos diccionarios correspondera a una instancia o fila en el conjunto de
datos que se guardara. Esto a su vez se guarda en una lista, que tendrd, en orden, todas las
instancias registradas. He incluido fragmentos de codigo donde se registra la informacion de ambos



documentos en el ANEXO, asi como un pequeio fragmento de los ficheros resultantes como
ilustracion para comprender mejor el tratado de los mismos.

3.3. TRANSFORMACION DE LOS DATOS Y CALCULO DE VARIABLES

Una vez realizado ese trabajo de exploracion, limpieza y organizacién de los datos, ya se
puede comenzar a trabajar con ellos para obtener las conclusiones deseadas. A partir de este
momento, se utiliza el archivo de datos nombrado en el apartado anterior, creado desde la base de
datos en el que se encontraba toda la informacion.

El siguiente paso es transformar cada variable en su tipo correspondiente, para asegurarse de
que se tratard a cada tipo de dato segin su forma y no de manera erronea. También se deben
calcular variables necesarias y estudiar los valores que toman cada una de ellas, para ver si todos
los datos recogidos se encuentran entre los valores esperados o si, por el contrario, se tiene
presencia de posibles outliers, que son muestras que toman valores muy alejados del resto de
muestras del conjunto de datos. En este caso también se pueden identificar como valores alejados
de los valores esperados segun cada variable.

Este proceso lo he realizado completamente en el programa RStudio ya que es una fuerte
herramienta de tratado y visualizacion de datos, que es justo lo que se necesita a continuacion. El
primer paso es simple: convertir en formato fecha la variable Fecha, con la funcion ymd hms() de
la libreria lubridate, y ordenar los datos segin la fecha para tener todos los valores en orden
cronolégico.

En primer lugar, el estudio se centra en el estudio de la distancia entre la Tierra y la Luna,
para después poder estudiar los elementos orbitales y poder realizar el cambio del vector estado a
estos y viceversa. Es por ello que, respecto a las variables a calcular, primero se debe estudiar la
distancia, utilizando el primer conjunto de datos obtenido el que recoge informacion sobre el vector
estado, es decir, la posicion y velocidad en los tres ejes xyz. Mas adelante, se realizaran los calculos
y transformaciones necesarias en ambos conjuntos de datos para poder obtener los elementos
orbitales en el primer dataset y, por otro lado, para obtener el vector posicion y el vector velocidad
en el segundo caso.

3.3.1. CALCULO DE LA DISTANCIA TIERRA-LUNA

Hay varias maneras de poder calcular la distancia entre la Tierra y la Luna, basandose en la
geometria Euclidea o en velocidad de rango laser, entre otros. Al ser la luna el satélite natural de la
Tierra ha sido objeto de atencidon desde hace muchisimos afios. Es por ello por lo que calcular la
distancia entre ambos cuerpos se ha estudiado en numerosas ocasiones en diferentes partes del
mundo. Desde el Renacimiento, se han hecho grandes avances en cuanto a la ciencia se refiere, por
lo que se han encontrado nuevos métodos para calcular las distancias entre otros cuerpos celestes,
no solo la Luna (Trivedi, 2023).

Una de las formas de calcular la distancia es a través de datos obtenidos de laseres que
miden el tiempo de vuelo desde estaciones en la Tierra y reflectores ubicados en la Luna. Esto es



conocido como por su uso en el Lunar Laser Ranging (LLR) project. Para ese caso, se debe tener en
cuenta que el espacio entre dos cuerpos se calcula con el producto de la velocidad por el tiempo.
Sabiendo que la velocidad del laser sera la velocidad de la luz y que, ademas, el tiempo de vuelo se
debe dividir entre dos, ya que se mide el tiempo de ida y vuelta desde la estacion hasta el reflector y
la vuelta al punto de partida. Por ultimo, como tanto el emisor como el receptor estin en la
superficie y la distancia entre dos astros se mide desde el centro de ambos, se debe afiadir el radio
tanto de la Tierra (Rrierra) como de la Luna (Rruna), siendo 6371 km y 1737.4 km respectivamente.
Las férmulas se incluyen a continuacion.

espacio = velocidad * tiempo (4)

tiempo de vuelo

distanci Arierra—Luna = 2

* velocidad + R0 + Rrierra

()

Otra de las formas de calcular la distancia Tierra-Luna es con las coordenadas cartesianas
(X, Y, Z) y utilizando la distancia Euclidea. Debido al tipo de datos de los que dispongo, esta es la
manera que emplearé para calcularla. El célculo es simple:

distanciarigrra—tuna = ¥ X2 + ¥2 4 22

(6)

Siguiendo la Ecuacién 6 anadiendo todos los valores en las mismas medidas, se crea una
nueva variable en el conjunto de datos. Para comprobar que el calculo se ha realizado
correctamente, hago un breve estudio de los valores obtenidos, observando si hay valores anémalos
o si se puede observar algo inusual. Como se verd en el siguiente apartado, los valores se
encuentran en el rango esperado y varian progresivamente de un valor al siguiente. Para estudiar la
amplitud en la que se encuentra la distancia, se puede facilmente calcular el maximo y el minimo de
esta nueva variable creada para asegurarse de que se encuentran entre los valores esperados vy,
finalmente, concluyo que el célculo se ha realizado correctamente.

4. INTERPRETACION Y GRAFICAS DE LAS VARIABLES

Una vez se tienen los datos tratados y se han creado las variables de interés, se pueden
realizar multiples estudios. En primer lugar, es importante tener un primer vistazo de las variables
para saber con qué se trabaja y poder manejar cada variable y concepto de la manera correcta.

Es por ello por lo que las primeras visualizaciones que presento son las que corresponden a
las variables obtenidas de la interfaz.

4.1. EL VECTOR ESTADO Y LA DISTANCIA TIERRA-LUNA

En el primer conjunto de datos, las variables obtenidas desde la aplicacion web son la
posicion y la velocidad en cada eje. Para que la representacion sea clara y se distingan propiamente



las diferencias entre cada uno de los valores, voy a seleccionar un subconjunto de los datos ya que,
si se hace una representacion con todos ellos al mismo tiempo, la comparaciéon podria no ser tan
clara a simple vista, que es el principal objetivo de esta comparacion con graficos. Ademas, los
limites se han establecido iguales para cada grupo de graficas, de tal manera que la comparacion
pueda realizarse y para que sea fiel. El subconjunto seleccionado es el mes de junio del afio 2017,
por lo que se observaran los cambios de cada variable a lo largo de todo un mes. Dichas graficas se
pueden observar en las Figuras 14, cambios en la posicién en cada eje, y 15, cambios en la
velocidad en cada eje.

Figura 14
Grdficas de la posicion a lo largo del mes de junio de 2017

Representacion temporal de la posicion en el eje X Representacién temporal de a posicion en el eje Y Representacion temporal de la posicion en el eje Z
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Nota. La imagen presenta las graficas de los valores de la posicion de la Luna respecto a la
Tierra en los ejes X, Y y Z respectivamente.

Figura 15
Grdficas de la velocidad a lo largo del mes de junio de 2017

Representacion temporal de la velocidad en el eje X Representacion temporal de la velocidad en el eje Y Representacion temporal de la velocidad en el eje Z

Fecha Fecha Fecha

Nota. La imagen presenta las graficas de los valores de la velocidad de la Luna respecto a la
Tierra en los ejes X, Y y Z respectivamente.



El hecho de que la velocidad no sea constante en ninguno de sus ejes, como se ve en la
Figura 15, se explica con la segunda ley de Kepler. Que la posicién no sea constante parece mas
que evidente ya que es justo el objetivo del estudio: observar el movimiento de la Luna respecto a
la Tierra. Ademas, se puede observar como tanto la posicion como la velocidad en el eje z apenas
varia en comparacion a los otros dos ejes, lo que nos indica que la inclinacién de la 6rbita no varia
demasiado. La inclinacion de una orbita se define como el 4ngulo entre el plano de dicha orbita y el
plano de referencia, como se ha explicado méas en profundidad al inicio del trabajo.

A continuacion, se muestran representaciones de la distancia entre la Tierra y la Luna en
diferentes formatos. En primer lugar, tenemos una grafica que recoge la distancia que separa ambos
cuerpos a lo largo de los dias en todo el periodo seleccionado al generar los datos, es decir, 10 afios.
Lo que se quiere ver aqui es un patron claro que haré referencia a la finalizacion de cada 6rbita y
ver cOmo se comporta una orbita respecto a las demds. Sin embargo, como los datos de los que
dispongo son numerosos, realicé este mismo estudio para un subconjunto mas reducido y asi poder
distinguir mejor las caracteristicas a observar. A continuacion, en la Figura 16, se muestra una
imagen que corresponde a la representacion temporal entre 2019 y 2021 de la distancia que separa a
la Tierra de su satélite.

Figura 16
Grdfica de la distancia entre la Tierra y la Luna entre los aiios 2019 y 2021

Representacion temporal de la distancia Tierra-Luna entre 2019 y 2021
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Nota. La grafica muestra la distancia que existe entre el punto central (tomado la Tierra) y el
cuerpo objetivo, en este caso la Luna, a lo largo de 4 afos.

Con esta grafica con un conjunto de datos mas reducido, se puede observar principalmente
dos cosas: el primer concepto que se ve es como aumenta la distancia hasta que llega a un maximo



y después vuelve progresivamente a un punto minimo similar al anterior, y lo segundo que se puede
observar es como van progresivamente aumentando y disminuyendo los maximos, pero de manera
mas pronunciada los minimos a lo largo del afio de forma ciclica. Este fenomeno se puede ver mas
claro con la representacion de un solo afio. Para el ejemplo, en la Figura 17 selecciono el afio 2017.

Figura 17

Grdfica de la distancia entre la Tierra y la Luna en el afio 2017
Representacion temporal de la distancia Tierra-Luna de un solo afio
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Nota. La gréafica muestra la distancia que existe entre el punto central (tomado la Tierra) y el
cuerpo objetivo, en este caso la Luna, a lo largo de un afio.

Si se consideran la Tierra y la Luna como masas puntuales o esferas homogéneas y la Luna
girase alrededor de la Tierra influenciada tinicamente por la atraccion terrestre, la Luna se moveria
en una elipse perfecta, por lo que las orbitas serian idénticas entre ellas. Esto sabemos que no es asi,
ya que ni la Luna ni la Tierra son esféricas y, ademas, la Tierra no es homogénea tampoco.
Ademas, existen otros planetas y estrellas que perturban la orbita descrita por el satélite. Todo esto
hace que el movimiento global sea complejo y explica las fluctuaciones. La Luna, aunque sigue una
orbita aproximadamente eliptica, presenta variaciones que son cruciales para entender su dindmica.

Parte de eso se ve reflejado en la Figura 17, donde se observa como la amplitud de la
distancia varia en algunos periodos del afio. Lo mas notable es la forma en la que varia la distancia
minima de cada orbita, siendo esta mas pequefia entre febrero y mayo y entre agosto y noviembre.
Esto esta relacionado con la influencia gravitacional del Sol en la orbita de la Luna, fenémeno
conocido como precesion apsidal, es decir, una rotacion gradual en la linea que conecta el perigeo
con el apogeo (NASA Science Editorial Team, 2024). Concretamente, el efecto que tienen en esos
meses concretos es debido a la orientacion de la 6rbita lunar respecto al Sol. La 6rbita de la Luna
alrededor de la Tierra no es perfectamente una elipse y esta inclinada respecto al plano de la orbita
de la Tierra alrededor del Sol, por lo que todo esto en conjunto provoca ciertos cambios. Cuando el



eje estd alineado de forma favorable respecto al Sol, las diferencias entre la distancia en el perigeo y
en el apogeo son mayores y, en el caso contrario, disminuyen. Se puede encontrar mas informacion
en la entrada relacionada con esto en Wikipedia
(https://es.wikipedia.org/wiki/Precesi%C3%B3n apsidal).

4.2. LOS ELEMENTOS ORBITALES DE LA ORBITA LUNAR

Antes de hacer los célculos y procedimientos explicados en el apartado 2.3.1, es necesario
ademas de saber y entender qué es cada elemento orbital, ver de manera préactica como se
comportan. Esto es necesario porque, como es sabido, la 6rbita lunar no es regular ni puramente
teorica. El Sol ademas del resto de planetas del Sistema Solar, influye notablemente en el
comportamiento de la Luna alrededor de la Tierra, porque no solo siente la atraccion gravitacional
de este ultimo cuerpo, sino de todos los anteriores también. Esto hace que el estudio de la 6rbita sea
mucho més complejo y completo, ya que los elementos orbitales, como vamos a ver no son
constantes, sino que cambian constantemente. Para ello, vamos a utilizar el documento de datos
recogido de la interfaz de la NASA que previamente se ha organizado.

En primer lugar, es importante ver como se comportan los elementos que definen la forma de
la orbita. La excentricidad define como de alejada esta la elipse (porque sabemos que la orbita de la
Luna es una elipse) de un circulo perfecto. En la Figura 18 es ve como cambia el valor de la
excentricidad a lo largo de un aflo. Como en las otras graficas, he seleccionado el afio 2017 para
poder observar con mas claridad el comportamiento de cada parametro. Que la grafica no tome un
valor constate indica que la elipse que forma la Luna alrededor de la Tierra es cambiante durante su
movimiento. Los valores se encuentran entre 0.02745324 y 0.07595133.

Figura 18
Grafica que muestra la excentricidad durante el ario 2017

Representacion temporal de la excentricidad de la érbita Tierra-Luna de un afio
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Nota. El valor de la excentricidad no es constante.
Si se compara con la Figura 17 donde se observa como varia la distancia a lo largo de este

mismo afo, se puede ver como la excentricidad es menor entre mayo y septiembre y entre
noviembre y febrero, que coincide con los momentos donde la distancia menor entre la Tierra y la



Luna de cada orbita completa es mayor. Esto es lo esperado. La relacion entre la excentricidad, el
semieje mayor de una elipse y la semidistancia focal (¢ en la Figura 5) de una elipse se define en la
Ecuacion 7.

aln

(7

Matematicamente, si la excentricidad aumenta teniendo en cuenta estos pardmetros se puede
deber a dos razones (considerando uno de los semiejes constante): la primera es que el semieje
mayor sea constante y, por lo tanto, que aumente la semidistancia focal, esto se debera a que
disminuye el semieje menor b, por la relacion (a? = b2 + ¢?), y la segunda es que el semieje mayor
aumente, el semieje menor sea constante y por la misma relacion la semidistancia focal aumente. Si
no se consideran ninguno de los dos semiejes constantes, la explicacion es mucho mas extensa y se
deben considerar mas casos. Para esta situacion concreta conviene considerar solo los explicados.

En este caso de estudio, interesa saber que una de las consecuencias de que la excentricidad
sea mayor es que la distancia entre el foco y el punto mas cercano de la orbita a él es menor (ver
Figura 19). Esto explica porque cuando la excentricidad es mayor la distancia minima entre la
Tierra y la Luna es menor.

Figura 19
llustraciones de dos elipses a las que le varia la excentricidad, 0.565 y 0.895 respectivamente

d(F, Q)+d(F,,Q)=2a d(F,.Q)+d(F,,Q)=2a

3.701 +1.18 = 4.883 8.599 + 0.44 = 9.03

Nota. Adaptado de Excentricidad [Interfaz] por Castillo C, Kory (2017), Obtenido de
Geogebra: https://www.geogebra.org/m/ZnAmaDV6.

Para ver cudl es el comportamiento exacto de la orbita y cudl es la razon de esas variaciones,
es necesario identificar si se debe al aumento del eje mayor o la semidistancia focal. Esto se puede
observar en la Figura 20, donde se grafica los valores del semieje mayor en el mismo afio.

En esta grafica se puede ver como la variacion es mas o menos igual a lo largo de todo el
afo, por lo que la explicacion en la variacion debe estar en el cambio de la semidistancia focal. Para



ello, utilizo la relacion entre estos tres elementos, calculo este valor a lo largo del afio 2017 y se
obtiene la gréafica de la Figura 21. Aqui se ve como esta es la razén que mas influye en el cambio de
la excentricidad.

Figura 20

Grafica que muestra el semieje mayor durante el aiio 2017
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Nota. El valor del semieje mayor no es constante y su amplitud no varia segin lo
comentado.

Figura 21
Grafica que muestra la semidistancia focal durante el ario 2017
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Nota. El valor de la excentricidad varia de manera similar a la semidistancia focal porque el
semieje mayor cambia de manera mas o menos constante durante todo el afio.

Una vez se ha estudiado como se comporta la forma de la 6rbita, es conveniente estudiar el
comportamiento de esta en relacion con el sistema de referencia. Esto es la inclinacién, la longitud
del nodo ascendente y el argumento del perigeo. Como los parametros son angulos que estan



medidos en grados, para hacer una comparacion real, el eje y donde se representan los valores iran
desde los 0° hasta los 360° y de nuevo se graficard a lo largo del afio 2017. En primer lugar, la
inclinacion se muestra en la Figura 22. Como ya se habia comentado al ver la variacion de la
posicion de la Luna respecto a la Tierra en el eje z, la inclinacidon cambia muy poco. Si se grafica
con limites en el eje y, apenas se ve cambio. La Figura 23 muestra esta misma grafica ajustando el
eje y a los valores que toma la inclinacidn, siendo estos entre 4.996455° y 5.288828°.

Figura 22
Grafica que muestra la inclinacion durante el ario 2017

Representacion temporal de la inclinacion de la érbita Tierra-Luna de un afio
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Nota. La variacidon apenas es notable en la escala de 0° a 360°.

Figura 23
Grafica que muestra la inclinacion durante el ario 2017
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Nota. La variacion es bastante regular, con pequeiias oscilaciones.



La longitud del nodo ascendente tampoco varia mucho, como se puede ver en la Figura 24,
aunque el cambio es mas notable que en la inclinacion. Se mueve entre los 135.1352° y los
154.3165°.

Figura 24
Grafica que muestra la longitud del nodo ascendente durante el aiio 2017

Representacion temporal de la longitud del nodo ascendente de la orbita Tierra-Luna de un afio
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Nota. No se ven muchas oscilaciones y la variacion es pequeiia.

Por otra parte, el argumento del perigeo tiene bastantes oscilaciones a lo largo del afio, lo que
puede significar una variacion del punto de perigeo o del nodo ascendente. Esto se puede observar
en la Figura 25.

Figura 25
Grafica que muestra el argumento del perigeo durante el ario 2017
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Nota. Presenta numerosas oscilaciones.



Por ultimo, la anomalia verdadera es el parametro que posiciona al cuerpo en la orbita. Esta
mide el angulo desde el perigeo. Como sabemos que la Luna se mueve de forma progresiva, por el
comportamiento del vector posicion visible en las graficas en la Figura 14, pero no de manera
constante, porque la velocidad no es constante en ninguno de los ejes como se ve en la Figura 15y
también explicado por la Segunda Ley de Kepler, se espera que la grafica refleje dicho
comportamiento. La Figura 26 muestra que es asi, ya que no hay pequefias oscilaciones, lo que
indica que la Luna se mueve de manera progresiva, pero la razon de cambio del dngulo no es
constante, por lo que lo esperado concuerda con lo medido.

Figura 26
Grafica que muestra la anomalia verdadera durante el aiio 2017
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Nota. El angulo cambia progresivamente entre 0° y 360° de manera ciclica, pero no constante.

5. IMPLEMENTACION DE CONCEPTOS CON LOS DATOS

Una vez se conocen los datos y coémo se comporta cada parametro, voy a realizar las
transformaciones entre el vector estado y los elementos orbitales. Ademas, como dispongo de
ambos conjuntos de datos, podré hacer comparaciones con lo que yo obtenga y calcular el error
cometido en el calculo.

A la hora de estudiar el error del calculo, es importante saber la precision de los valores en
coma flotante con la que trabaja RStudio, ya que es el programa que utilizo para realizar todos los
calculos especificados. Para simplificar y no sobrecargar la memoria el ordenador para representar
un nimero de coma flotante utiliza una cantidad finita de digitos. Es facil deducir que, si los
numeros estan representados de manera incompleta, las operaciones aritméticas dardn resultados
incompletos también, por lo que la precision en el calculo no seria dptima. Si es solamente una
operacion este error puede no ser muy grande, pero, como es este caso, si se acumulan varias
operaciones aritméticas el error escala y la precision resultante es entonces mucho menor.



La manera en la que se representan los valores de los nimeros en lenguaje binario, que es
como opera el ordenador, determina que los valores de punto flotante se almacenen como una
aproximaciéon segun la precision especificada. Esto es porque algunos nimeros no tienen
representacion con un nimero finito de digitos en binario. Este es el principal origen del problema
planteado.

Hay algunos programas para los que tanto desarrolladores como otros usuarios han creado
librerias que solucionan este problema en concreto. En concreto, RStudio usa el estandar de
precision en coma flotante definido por el IEEE 754 que segun si son nimeros de simple o doble
precision tienen caracteristicas diferentes. Si es un nimero de doble precision, tiene una precision
de 64 bits en total (53 para la mantisa) y proporciona aproximadamente entre 15 y 17 digitos
decimales de precision. Por otra parte, si se trabaja con niimeros de precision simple, tienen una
precision de 32 bits en total (23 para la mantisa), lo que proporciona entre 6 y 9 digitos decimales
de precision.

Haciendo una comprobacion sencilla, se puede saber que la precision que utiliza RStudio es
doble. Sin embargo, esta se puede ampliar gracias a una libreria en R: Rmpfir (Cook, 2020). Viene
de la libreria MPFR desarrollada para C que significa “Multiple Precision Floating-point Reliable”.
La funcién que voy a utilizar de esta libreria es mpfr(), que toma como primer valor el numero a
almacenar y como segundo el numero de bits. Es decir, esta funcion permite especificar el numero
de bits utilizados para la precision de dicho numero.

Una vez se sabe la precision con la que se trabaja, voy a continuar con la relacion entre la
posicion y la velocidad y los parametros de la orbita lunar. En primer lugar, partiendo del vector
estado voy a hacer los célculos especificados en el apartado 2.3.1. En el ANEXO se muestra el
error cometido en los primeros 10 valores para cada variable de posicion y velocidad con la
precision por defecto de RStudio.

Para hacer una comparacion propia, en la Tabla 1 que se muestra a continuacion se incluye el
error cometido con una precision en los nimeros de coma flotante de 100 bits. Ademas, se ha
reducido el error final a 6 decimales.



Tabla 1

Tabla de error cometido al calcular las efemérides en cada eje con 100 bits de precision en los 10
primeros valores del dataset

e a i Q f w p
~1.165816¢- —2.072069¢  2.644908¢-  1.594037c-  -3.086767c-  3.535425¢-
15 GBI ~16 17 15 15 16
2.804963e- = 5.927625e-  —3.167451c  -2.635196e-  2.101328¢-  -3.994657c- = 4.475221c-
15 17 ~17 16 16 16 17
3262582e-  -2.845715¢- —2.412286¢  -1.545067c-  1.812892¢c-  -3.810718e-  -3.010456¢-
16 17 ~17 16 16 16 17
5.690143¢- | -4.055971e- | 1.532345¢—  -1.72033e-  2.653742e- = 4.438915e-  -3.775742¢-
15 16 16 17 16 16 16
1.853038¢-  9.605375e-  —8.98530le  -3.117374e- 8.690241le- -4.041891e- 9.5163491e-
16 17 ~17 16 17 16 17
4232452¢- | 3.654329¢- | —8.117771e = 2.088882¢-  6.740301e-  -1.132811e-  3.852745e-
15 16 ~17 16 16 15 16

1. ~1278380e  -1.13532¢-  6.738767e-  2.720748¢-  -1.189586¢-
2:32413e-15 - 1e35306-16 ~16 17 17 16 16
120323~ 2.5498322¢-  —1.703871e = 1.044469¢e-  1.135651e-  -1.601813e-

15 16 ~16 16 15 15 2.60359¢-16
_6.125448¢-  5.368437c- = 8.866884e— -2.515033¢-  1.397194e-  -3.40259¢-  5.341708e-
16 16 17 16 15 15 16
2.150897¢e-  -2.513677e- = —1.452702¢ 7360227e-  -2.421968¢-
s o oy 232391e-16  -4.775¢-16 " I

El error cometido en el calculo se obtenido restando el valor calculado al valor obtenido de
la interfaz de la NASA y se ha dividido entre este mismo valor, para obtener todos los errores
relativos y poder comparar todos en el mismo rango. El célculo se especifica en la Ecuacion 8.

ErTYOTralative =

valor calculade — valor interfaz

valor interfaz

(8)

Por otro lado, utilizando los valores de los elementos orbitales, voy a calcular el vector
estado utilizando los célculos especificados en el apartado 2.3.2 y voy a calcular el error relativo
cometido segun la Ecuacién 8, como en el caso anterior. En la Tabla 2 que se presenta a
continuacion se muestran los valores obtenidos del error cometido con una precision en los



nimeros de coma flotante de 100 bits. El error en la velocidad tiene los mismos primeros 10
decimales en notacion cientifica, por lo que al reducirlos a 6 se queda en el mismo error en las

muestras.

Tabla 2

Tabla de error cometido al calcular posicion y velocidad en cada eje con 100 bits de precision en

los 10 primeros valores del dataset

X y z A%, vy vZ
1.358318e-16 = 1.313248e-15  7.128427e—16  -1.39739e¢—15 4.489171e—17 -2.50128e-16
9.808611e-17 | 1.030626e-14 = —8.115990e—17 = 1.427056e-13 = -1.38702e—16 @ -8.62783e-17
-3.667931e-17  1.150543e-14 —9.634644e—17 1. 96088e-13 = 1.099099e—17 -1.0941e-17
-5.315442e-16  3.169060e-14 = —4.277706e—16 -3.29466e—15 | 3.382581e—16 4.014057e-16

5.154640e-17

1.051386¢-18

-8.757929¢-15

1.748478e-14

1.214980e—18

—1.564040e—18

-4.465036¢-14

1.142992e—-14

3.394437e-17

-4.03383e—17

-1.96121e-16

7.458061e-17

-1.624740e-16

9.516651e-15

—4.334707e—-17

7.972386e—15

-1.78952¢—-16

4.456197e-17

-1.995431e-16

6.713373e-16

-3.661114e-16

1.053026¢-14

-1.047426¢-14

2.669606e-15

—7.282674e—-17

8.647815e—17

2.401851e—18

9.059409¢—14

-8.16154¢—-16

2.033442¢-15

1.938556e—16

3.662654¢—16

-3.19799¢-16

1.409357e-16

-8.86144¢-17

-9.98307¢-16

Realmente la diferencia entre una precision y otra no es muy grande, se ven como cambia el
valor de algunos decimales, pero no cambia la magnitud. Sin embargo, se puede ver como el error
relativo cometido es de un orden muy similar en todos los parametros.

Por otro lado, también se quiso comprobar el error que se cometia partiendo de los
parametros del vector estado, calculando las efemérides y calculando de nuevo el vector estado,
para calcular el error relativo entre los pardmetros obtenidos y los calculados. También se
comprobo partiendo de las efemérides. Tedricamente, este error deberia ser practicamente nulo. Sin
embargo, si se comete cierto error procedente de lo comentado en este capitulo. Los resultados que
se comentan a continuacion han sido obtenidos con una precision de 100 decimales: al calcular la
posicion se tiene un error relativo del orden de le-17, el obtenido con la velocidad es algo mayor:
le-15. Por otra parte, las efemérides presentan valores mas dispersos. Por ejemplo, la excentricidad
tiene un error relativo mucho menor, del orden de 1e-28, el semieje mayor tiene una magnitud de
error aun menor, alrededor de 1e-30 y, por altimo, la inclinacion, la longitud del nodo ascendente,
la anomalia verdadera y el argumento del perigeo presentan un error relativo del orden de le-17.



6. WOLFRAM MATHEMATICA

Para finalizar con el trabajo, hemos considerado hacer una comparacion con la base de datos
de Wolfram Mathematica. Este es un programa de matematicas de caracter muy general que ha
implementado librerias muy completas de astronomia y en su base de datos se encuentra
informacion y mediciones sobre las efemérides de objetos del Sistema Solar, entre ellos la Luna. El
objetivo principal es estudiar la diferencia en las mediciones y, una vez obtenidas, realizar un
estudio para determinar la fuente de cada base de datos.

En primer lugar, se ha realizado un estudio con la version web y gratuita de este programa:
Wolfram Alpha (Wolfram Alpha, s.f.), que ofrece la posibilidad de acceder a cada valor
especificando dia y hora de la medicion. Lamentablemente, solo proporciona informaciéon
actualizada de la distancia, del resto de pardmetros ofrece valores medios o mas genéricos por lo
que una comparacioén con la base de datos obtenida de JPL no tendria sentido. Como el objetivo
realmente es comparar ambas bases de datos, esto podria ser suficiente, aunque poder comparar
todos los valores habria sido lo ideal. Es por ello que, finalmente, se ha realizado esta comparacion
para la distancia entre la Tierra y la Luna en 10 fechas diferentes aleatorias y repartidas entre 2014
y 2024, para evitar errores o algun tipo de fallo temporal en la medicion. Los resultados de la
diferencia y la diferencia relativa, respecto al valor de la NASA, en kilometros se muestran en la
Tabla 3 a continuacion.

Tabla 3
Tabla de error cometido al restar la distancia ofrecida por la base de datos en la pagina de la
NASA y la ofrecida por WolframAlpha.

Distancia Distancia Diferencia Diferencia
JPL_NASA Mathematica Relativa

2014-10-21 00:00:00 4009711 400521 450.071 1.122452¢-03
2014-10-25 00:00:00 387720.3 387157 563.2927 1.452833¢-03
2018-08-13 00:00:00 362707 363376 -669.0482 | -1.844597¢-03
2018-08-19 00:00:00 395862.9 396607 -744.0749 -1.879628¢-03
2018-08-25 00:00:00 4048087 404625 203.6628 5.030839¢-04
2021-02-07 00:00:00 372477.8 372801 -323.2199 -8.677561e-04
2021-02-24 00:00:00 386649.7 385544 1105.684 2.859653¢-03
2024-08-13 00:00:00 396430.2 395646 784.2369 1.978247¢-03
2024-09-13 00:00:00 380704 379652 1052.045 2.76342¢-03
2024-10-13 00:00:00 370677.4 369734 943.3552 2.544949¢-03




A pesar de que como error relativo puede parecer que no es demasiado, una diferencia de
hasta mas de mil kilometros es bastante significativa.

Si comprobamos las fuentes de los datos de la interfaz web Wolfram Alpha, vemos que
obtiene sus valores de su propia base de datos Wolfram|Alpha Knowledgebase, 2020 y Wolfram
Language PlanetaryMoonData. Ademas, cita las fuentes externas a ella, entre las que se encuentra
la propia base de datos utilizada a lo largo de este trabajo: California Institute of Technology Jet
Propulsion Laboratory. JPL Solar System Dynamics. Sin embargo, se especifica que la lista
incluida “intenta ser una guia de las fuentes para mayor informacion” (Wolfram Alpha, s.f.). Esto
quiere decir que no se ha utilizado necesariamente datos de esta base de datos para proporcionar los
valores solicitados.

Por otra parte, también hemos querido realizar una comparacion con la version mas
actualizada del programa Mathematica. Afortunadamente, en este programa se puede especificar el
repositorio de datos del cual se quieren utilizar los valores, por lo que decidimos utilizar los mismos
que obtuvimos, para comprobar su parecido. Para su uso se debe especificar su nombre:
HorizonsEphemerisData. Lo esperado es que sean idénticos, pues se le ha especificado al programa
que obtenga los datos de la misma base de datos. Se han realizado los mismos calculos y
procedimientos explicados a lo largo del trabajo. Al hacer la comparacion, se puede observar que
los valores no son exactamente idénticos, pero el error es pequeno. Esta diferencia es mucho menor
a la obtenida al comparar con Wolfram Alpha, pero no es nula como se podia esperar. No obstante,
esto puede estar relacionado con el error en coma flotante que se comete al realizar los célculos en
determinados programas. Seria muy interesante saber la procedencia de esta diferencia, pero se
tiene muy poca informacion a cerca de como trabaja este programa con los datos. Ademas, en esta
aplicacion tampoco se pudieron obtener valores para las efemérides en cada momento, aunque se
pudo realizar la comparacion siguiendo el procedimiento explicado en el libro de Abad (2012),
también explicadas y comentadas en este trabajo.



7. CONCLUSIONES

Tratar de definir, explicar e interpretar la orbita de la Luna es una tarea mucho mas dificil de
lo que puede parecer en un primer momento. Se puede ver con la breve historia comentada en la
introducciéon y con todo el fundamento tedrico explicado. Que se involucren tantos cuerpos en un
unico movimiento hace que sea mucho mas dificil, pero a la vez mas emocionante de estudiar. Con
este trabajo he tratado de hacer ver la complejidad que esto supone y ademés mostrar de manera
tedrica los conceptos, acompanados de mediciones reales.

1.  La base de datos utilizada (Park, Solar System Dynamics NASA, s.f.) es muy completa, el
uso que se le ha dado a lo largo de este trabajo ha sido pequefio en comparacion con todas
las posibilidades que ofrece. Considero que es muy bueno que un repositorio de datos tan
competo sea accesible para cualquiera que necesite su uso. No obstante, es importante saber
como tratarlos y leerlos para poder utilizarlos correctamente en otros estudios. Esta parte es
la que mas relacionada esta con el grado en Ciencia de Datos, ademas de la parte posterior
de visualizacion de datos y otros procesos que no han podido ser incluidos en la memoria.
Se han utilizado los programas Python y RStudio, estudiados a lo largo de los afios de grado.

ii. Como se explica en el capitulo 3, en el que se habla acerca de los datos, en un primer
momento se utiliza otra base de datos también perteneciente a la NASA. Esta era también
muy completa en cuanto a diversidad de contenido y el tratado de los datos era de diferente
manera, puesto que media la posicion de la Luna con mediciones de rango laser.
Desafortunadamente, los momentos medidos de la Luna que ofrecia la interfaz no eran
suficientes para poder hacer correctamente este estudio, por lo que se tuvo que empezar de
nuevo y encontrar otro repositorio de datos.

1ii.  Por otro lado, el trabajo no solo se ha limitado a presentar conocimientos y resumir la
evolucion del movimiento de la Luna en el Sistema Solar, sino que se han relacionado los
conceptos teoricos con los valores medidos, reales. Se han plasmado de forma grafica y se
han interpretado. Es importante saber el significado de cada concepto, pero también ser
capaz de verlo en la practica, analizarlo y comentarlo correctamente.

iv.  Finalmente, hay algunas cuestiones que por diferentes motivos no se han podido incluir, por
lo que son cuestiones en las que se puede trabajar para ampliar este trabajo. Por una parte,
nos hubiera gustado haber podido realizar una comparacion mucho mas especifica entre la
base de datos JPL de NASA y Mathematica. Es cierto que proporcionan un contacto para
poder presentar dudas, pero por cuestiones de tiempo no se ha podido incluir la respuesta a
la diferencia de kilémetros que existe entre ambas. Por otra parte, al hacer el calculo de la
distancia entre la Tierra y la Luna, se quiso estudiar la razén de alejamiento de la Luna de la
Tierra mediante un estudio estadistico. En €1, se esperaba ver una relacion entre la distancia
y lo afios, y que el coeficiente existente entre ambos fuera de aproximadamente 3,78
centimetros por afio. Para ello, en primer lugar, se estudido un modelo lineal: la hipotesis
confirmaba que la distancia tenia una relacion directa con el afio, pero no se pudo aceptar el
modelo debido a su alto p-valor y al valor de R?. Este valor representa la proporcion de la
variabilidad en la variable dependiente (distancia) que es explicada por el modelo, ajustado



por el nimero de predictores en el modelo. En el modelo definido este valor era muy bajo,
lo que indica que el modelo no esta explicando bien la variabilidad de los datos, y por ello,
entre otras razones, el modelo se rechazo. Se realizaron mas estudios con otras variables;
como el semieje mayor, la amplitud en cada 6rbita, el maximo de la distancia en cada 6rbita,
en cada afo y el minimo y la media en estos mismos casos. Ademas, se utilizaron otras
herramientas estadisticas, como la estrategia del paso adelante “forward step”, estudios
ANOVA vy se planted el modelo como una serie temporal. Al hacer un estudio con un
modelo ARIMA, ajustaba una serie temporal de ruido blanco, lo que no es adecuado para el
objetivo de modelar la distancia entre la Tierra y la Luna. Finalmente, aunque se probaron
otros modelos con ajustes polindmicos, transformaciones logaritmicas y splines para
suavizar, no se pudo aceptar ninguno de los modelos planteados al analizar los graficos de
diagnéstico del modelo, los residuos y las métricas de comparacion de modelos.

Por mi parte, considero tan importante saber tratar los datos como entenderlos, es decir, es
fundamental saber utilizar los conocimientos obtenidos a lo largo de los afios en este grado, pero es
primordial aplicarlos adecuadamente a lo que requiere el problema en concreto. El funcionamiento
del universo es algo que siempre me ha maravillado y estudiarlo es algo que definitivamente queria
hacer, por lo que haber podido realizar un trabajo en este &mbito ha sido todo un reto para mi.
Considero que el hecho de que el tema sea de interés me proporciond una motivacion extra frente a
los momentos dificiles que fueron surgiendo durante la realizacion del trabajo. He podido aprender
muchas cosas durante este tiempo, no solo lo incluido en la memoria, sino mucho mas alla;
infinidad de conceptos nuevos. Podemos estudiar y creer saber mucho sobre algo, pero nunca se
deja de aprender cosas nuevas.



8. ANEXO

En el capitulo 3.1 se hablaba sobre como obtener los ficheros de datos que se necesitan para
este trabajo. En esta primera parte del anexo se presenta la estructura de dichos ficheros y la
explicacion de cada parte.

La Figura 27 muestra la primera parte, donde se encuentran las especificaciones generales
de interés se divide a su vez en dos. La parte del encabezado contiene la informacion mas general
como el nombre del objeto a observar y datos geofisicos de este. La segunda parte contiene la
informacion sobre lo seleccionado en la propia interfaz web, donde se encuentra también algunos
datos sobre las medidas en la que se encuentran y por tltimo las variables o medidas que se recogen
en el documento en cada fecha.

A esto lo sigue inmediatamente la segunda parte, que es la del contenido principal de los
datos. En general esta seccion contiene medidas de cada una de las variables para cada una de las
fechas (entendiendo por fecha dia, y hora). Las variables son las que aparecen al inicio del
documento en las medidas que se especifican en el mismo lugar.

La Figura 28 presenta un fragmento como pequefio ejemplo del formato de los datos. Se
puede observar que antes de comenzar con el registro de datos, estos estan precedidos por
“$$SOE”, lo que ayuda a diferenciar cada una de las partes del documento con facilidad, ya que, al
finalizar con esta parte, estara escrito “$$EOE”.

Lo primero que se puede observar es que en la primera linea de cada registro (entendiendo
por cada registro lo conformado por la fecha y las respectivas medidas relacionadas con ella) se
encuentra la fecha, la cual esta dada en dos calendarios diferentes, siendo primero el juliano,
seguido del gregoriano. Yo utilizaré el segundo formato en el resto del tratamiento de datos.
Ademas, se puede observar que el primer grupo de variables, que se identifican con “XYZ”, son las
coordenadas y velocidades de la Luna respecto a la Tierra. Los tres primeros valores corresponden
a las coordenadas cartesianas, respectivamente X, Y y Z. Los tres siguientes son la velocidad, dada
de la misma manera, respectivamente velocidad en el eje X, velocidad en el eje Y y velocidad en el
eje Z. La siguiente parte que es la que esta identificada como “sigmas” contiene medidas de
incertidumbre de las posiciones y velocidades de 1-sigma en direccion X, también en direccion Y e
igualmente en direccion Z, lo cual hubiese sido interesante haber podido trabajar con ello. Sin
embargo, no se tienen registros de estas medidas para el cuerpo seleccionado. Asi, todos los
registros presentan la misma estructura, con las variables siguiendo un orden previamente
establecido y las fechas ordenadas cronoldgicamente.

Por ultimo, la informacion acerca de cada variable viene precedido, como ya he explicado,
por “$$SEOE”, de manera que se ve claro el final de una parte y el comienzo de la siguiente. En la
Figura 29 se muestra un ejemplo de como se presenta la informacion tanto del significado como de
las medidas de cada variable, para una buena comprension y tratamiento optimo de cada medida
recogida.



Figura 27

Imagen de la parte inicial del documento generado con Vector Table

Revised: July 31, 2013 Moon / (Eacth) 301
GEOPHYSICAL DATA (updated 2018-Aug-15):
Vol. mean padius, km = 1737.53+-8.83 Mass, x18"22 kg = 7.349
Radius (gravity), km = 1738.0 Surface emissivity = 8.92
Radius (IAU), km = 1737.4 GM, km"3/s5"2 = 4962.300066
Density, g/cm”3 = 3.3437 GM 1-sigma, km"3/s"2 = +-8.8001
V(1,@) =  +8.21 Surface ageel., m/s*2 = 1.62
Earth/Moon mass ratio = 81.3885698769 Earside crust. thick. = ~88 - 98 km
Mean grustal density = 2.97+-.0@7 g/cm™3 Nearside crust. thick.= 58+-8 km
Heat flow, Apelle 15 = 3.1+-.6 pli/m"2 Mean angular diameter = 31'@5.2"
Heat flow, Apolle 17 = 2.2+-.5 pW/m"2  Sid. pot. rate, rad/s = 0.0000026617
Geometric Albedo =0.12 Mean solar day = 29.5306 d
Obliguity to erbit = 6.67 deg Qebit period = 27.321582 d
Semi-major axis, a = 384400 km Eccentricity = 8.05490
Mean motion, rad/s = 2.6616995x18*-6 Inclination = 5.145 deg
Apsidal peried = 3231.50 d Hodal period = 6798.38 d

i i i Mean
Solar Constant (W/m"2) 1414+-7 1323+-7 1368+-7
Maximum Plangtary IR (W/m"~2) 1314 1226 1268
Minimum Planetacy IR (W/m*2) 5.2 5.2 5.2

Ephemeris / WWW_USER Eri Oct 25 8@:45:46 2824 Pasadena, USA

/ Herizons

Target body name:
Center hody name:
Center-site name:

Moon (3@1) {source: DEA41}
Eacth (399) {source: DE441}
Heaven on Earth Observatory, Mavhill

Start time : A.D. 2014-0Oct-21 0@:00:00.0000 TDB
Stop time : A.D. 2024-0ct-21 80:00:00.0000 TDB
Step-size 1 720 minutes
Center geodatic : 254.471, 32.9035384, 2.23607  {E-lon(deg),lat(deg),Alt(km)}
Center cylindric: 254.471, 5362.17112, 3446.19639 {E-lon(deg),Dxy(km),Dz(km)}
Center pole/egu : ITRF33 {East-longitude positive}
Center radii 1 6378.137, 6378.137, 6356.752 km {Eguator.a, b, pole ¢}
Output units : KM-S
Calendar mode : Mixed Julian/Gregerian
Output type : GEOMETRIC gartesian states
Output format : 2xarp (pos. & wel. w/uncertaintises: XYZ, ACMN, RTN, POS)
EOP file : eop.241024.p250128
EOP gcoverage : DATA-BASED 1962-JAN-20 TO 2024-0CT-24. PREDICTS-»> 2025-JAN-19
Reference frame : Ecliptic of J2000.0
JDTDB
State = 4 y z X vy vz
1-sigma : X_s Yos s YX.s .s Vis
ACN As Cs Ns YAs YC.s iz
RTN B.s Is Ns YB.s VI Vs
POS ARAs DDECs Rs VARAs VDDECs VR.s

Nota. Parte inicial del documento generado que se ha dividido en dos partes. Utilizado

en apartado 3.1.1.

Figura 28

Imagen de la parte central del documento generado con Vector Table

$$SOE
2456951.500000000 = A.D. 2014-0ct-21 00:00:00.0000 TDB

XYZ  : -3.998062391984799E+05  4.442140158517243E+04
sigmas: Do - 0.3-
ACN(1-sigma): 0.3- n.8-
RTN(1-sigma): e - g

POS(1l-sigma):

4 N.3.
2456952.080008000 = A.D. 2814-0Oct-21 12:08:00.0008 TDB

XYZ : -3.981267852598670E+05 -7.481693218370271E+083
sigmas: N.8- [aB-
ACN(1-sigma): (R [
RTN(1-sigma): 0l - D.8-

POS(1-sigma):

N.d- Do -
2456952.500000000 = A.D. 2014-0ct-22 00:00:00.0000 TDB

XYZ : -3.969140868076142E+05 -4.829611466251073E+04
sigmas: Do - Dad-
ACN(1-sigma): 0.3- D.8-
RTN(1-sigma): 0N - 0ge

POS(1-sigma):

Dad- n.a.
2456953.000000000 = A.D. 2014-0Oct-22 12:00:00.0000 TDB

XYZ : -3.857118004259457E+05 -9.169264842865823E+84
sigmas: Ded- [l -
ACN(1-sigma): Dad- Dadl-
RTN(1-sigma): 08 - D.8-

POS(1-sigma):

D.d- D.8-
2456953 .500000000 = A.D. 2014-0ct-23 00:00:00.0000 TDB

XYZ  : -3.753758182680245E+05 -1.230644682291309E+05
sigmas: Dad- Dad-
ACN(1-sigma): 0Nl - i
RTN(1-sigma): e - g~

POS(1-sigma):

N.d- N.8.
2456954 .000000000 = A.D. 2014-0ct-23 12:00:00.0000 TDB

Nota. Parte que contiene los datos del documento

3.1.1.

-2

-1

-1

-5

-5

.B87866003790129E+04
Dad-
N.d-
Dl -
n.a-.

.385797194741565E+84
0.8
Dad.
0.3
(R

.337113194651011E+04
Dad-
N.d-
N.3-
n.a-.

.328972218508927E+03
Dl -
n.a-.
D.8-
Dad-

.A74480227902903E+03
Nad.
Do -
[ -1
Nad.

-4.536748932615691E-01 -

4.1483872508922108E-81 -

-2.360823159290880E-01 -

6.285762410113613E-81 -

-2.834825091065395E-082 -

generado.

1.058663565959926E+00  1.196239046163804E-01
8.965367674763280E-81  4.920995678075341E-02
1.065561106725073E+00  1.287798259187623E-01
8.680334937881546E-81  5.113371185011811E-82
1.0252608816871900+00  1.337296288478399E-01

Utilizado en el apartado



Figura 29
Imagen de la parte final del documento generado con Vector Table

Coordinate system description:

ACN: The axes of the ACN goordinate system are the orthonormal basis
vectors A, C, and N. N and A are defined by physical pacameters,
while C completes the right:-handed system.

A is the along-track direction in the plane of the orbif and
parallel to the relative velocity vector. If is positive in
the same directional sense as relative velocity.
C is the cross-track direction in the plang of the orbit and
positive in the general direction of the ceordinate erigin
(but net necessacily directed to i), C= N x A.
N is the normal direction perpendicular to the instantanous
plane defined by N = P x V, where P and V are position and
velocity vectors with respect to the coordinate origin.
Symbol p]ga[_u,ng|
As  Along-track direction 1-sigma position uncertainty (km)
Eag Cross-track direction 1-sigma position yncertainty (km)
N.s Normal dipection 1-sigma position ypncertainty (km)
VA_s  Along-track direction 1-sigma yelocity wncertainty (km/sgc)
MC.s Cross-frack direction 1-sigma velocity uncertainty (km/sec)
WN_s  Normal direction 1-sigma yelocity wncertainty (km/sgc)
: . ; T
RTN: Ibs axes gf ;hg RTN coordinate system are ;bg orthonormal basis

,,,,,,, AamA M B oand M oame Aafinad b osboeical mmsamed s

Nota. Parte final del documento generado. Utilizado en el apartado 3.1.1.

En este mismo apartado, se presenta el otro tipo de fichero que se necesita. A continuacion,
se explican las partes de este de la misma manera que el otro fichero.

La parte inicial en la Figura 30, la parte de los datos en la Figura 31 y la parte final en la
Figura 32. En la Figura 30 se ve como la primera parte del documento tiene la misma estructura que
el documento generado anteriormente.

Figura 30
Imagen de la parte inicial del documento generado con Osculating Orbital Elements

Ephemeris / WWW_USER Thu Nov 28 ©3:34:54 2024 Pasadena, USA / Herizons

Target body name: Moon (381) {source: DE441}
Center body name: Earth (399) {source: DEMI}‘
Reyi : July 31, 2013 Mooni (E ) 301 Center-site name: BODY CENTER
Stact time : A.D. 2014-Oct-21 20:00:00.0000 TDB
GEOPHYSICAL DATA (undated 2018-Aug-15): Stop time : A.D. 2024-Oct-21 00:00:00.0600 TOB
Vol. mean radius, km = 1737.53+-8.83  Mass, x10°22 kg - 7.329 Step-size S i
Radius (gravity), km = 1738.0 Surface emissivity = 08.92
Radius (TAU), km = 1737.4 GM, km"3/s"2 = 4902.808066 Center gegdetic : 9.8, 0.9, 0.9 {E-lon(deg),Lat(deg) ,Alt(km)}
Density, g/cm™3 = 3.3437 GM 1-sigma, km"3/s"2 = +-0.0001 Center cylindric: 0.0, 0.8, 8.0 {E-lon(deg) ,Dxy(km),Dz(km)}
v(1,8) = +08.21 Surface gggel., m/s"2 = 1.62 Center pradii : 6378.137, 6378.137, 6356.752 km {Eguator.a, b, pele. c}
Earth/Meon mass ratic = 81.300569@769 Farside crust. thick. = ~80 - 9@ km Keplerian GM -8350323562548813E+05 km"3/s"2
Mean grustal density = 2.97+-.87 g/cm”3 Nearside crust. thick.= 58+-8 km OQutput units : KM-S, deg, Julian Day Number (Ip)
Heat flow, Apollo 15 = 3.1+-.6 g/m"2  Mean angular diameter = 31°05.2" Calendar mode : M%g Aulian/Gregorian
Heat flow, Apolle 17 = 2.2+-.5 gl/m"2  Sid. rot. rate, rad/s = 0.0800026617  Output type : GEOMETRIC gsculating elements
Geometric Albedo = 8.12 Mean solar day = 29.5306 d gggpflﬁmﬂﬂi 10 S———
Obliqui - 2 Qchi . = ile : eop. .p
Sons maJQﬁIiXIS e _ gsﬂaggﬁm Eccentricity _ 378215382 d EOP coverage : DATA-BASED 1962-]AN-2@ TO 2824-NOV-27. PREDICTS-»> 2@25-FEB-22
Mean motign, rad/s = 2.6616995x18*-6 Inclination = 5.145 deg Reference frame : Eellptic of 12000.0
Apsidal period = 3231.50 d Nodal period = 6798.38 d J0T08B
Perihelion Aphelion Mean EC R IN
Solar Constant (W/m*2) 1414+-7  1323+-7  1368+-7 o W Ip
Maximum Planetary IR (W/m"2) 1314 1226 1268 NoMa TA
Minimuw Planetacy IR (W/m*2) 5:2 5.2 5.2 A AD PR

Nota. Parte inicial del documento generado que se ha dividido en dos partes. Utilizado
en el apartado 3.1.2.



La parte de los datos en la Figura 31, aunque tenga la misma estructura respecto a
diferenciar cada registro, es lo mas diferente a lo visto en el anterior, ya que recoge variables
distintas. Hay 4 filas de valores por registro, habiendo 3 entradas en cada una. De estas 12
variables, se seleccionardn las relevantes en el estudio, las cuales se especifican a continuacion,
junto con la ultima parte del documento en la Figura 32 que contiene la explicacion de lo que es
cada una. De todas las variables medidas, voy a registrar la excentricidad, la distancia de perigeo, la
inclinacion, la longitud del nodo ascendente, el argumento del perigeo, el tiempo de perigeo,
anomalia verdadera, semieje mayor, distancia de apoapsis y el periodo de orbita sideral.

Figura 31
Imagen de la parte central del documento generado con Osculating Orbital Elements

$$S0E
2456951.500000000 = A.D. 2014-0Oct-21 90:00:00.0000 TDB

EC= 5.146848401478859E-082 QR= 3.652695534117983E+05 IN= 5.289139859681499E+00
OM= 1.998708453551988E+02 W = 1.199717110567082E+02 Jp= 2456962.254555734806
N = 1.523032356872092E-04 MA= 2.184808057832779E+02 TA= 2.149898018444954E+082
A = 3.850862472771905E+05 AD= 4.849029411425827E+05 PR= 2.363705527171762E+06
2456951.666666667 = A.D. 2014-0ct-21 04:00:00.0000 TDB

EC= 5.881636652553125E-82 (R= 3.657281068891690E+85 IN= 5.288720322316722E+80
OM= 1.998728700038318E+02 W = 1.197890891068555E+02 Jp= 2456962.252408117522
N = 1.521717370143369E-04 MA= 2.208225026122908E+02 TA= 2.171931212133684E+02
A = 3.853080626247507E+05 AD= 4.048880183603323E+05 PR= 2.365748115013515E+06
2456951.833333333 = A.D. 2014-0Oct-21 ©8:00:00.0000 TDB

EC= 5.818306197831332E-082 QR= 3.661753801645068E+05 IN= 5.288279348456627E+00
OM= 1.998748029123959E+02 W = 1.196081014458560E+02 Jp= 2456962.250069885049
N = 1.5204505380460388E-04 MA= 2.231585335188376E+02 TA= 2.194801195551387E+082
A = 3.855220574684531E+05 AD= 4.048687347723993E+05 PR= 2.367719244998470E+06
2456952.000000000 = A.D. 2014-0Oct-21 12:00:00.0000 TDB

EC= 4.9561631730892956E-082 QR= 3.6660899631908892E+085 IN= 5.287816455744017E+00
OM= 1.998766280646228E+02 W = 1.194308493816000E+02 Jp= 2456962.247664433904
N = 1.519237557417671E-84 MA= 2.254869790548467E+02 TA= 2.216888746628428E+02
A = 3.857272343263623E+05 AD= 4.848445054626354E+05 PR= 2.369609665338009E+06
2456952.166666667 = A.D. 2014-0ct-21 16:00:00.0000 TDB

EC= 4.895383751664511E-82 QR= 3.670305411728479E+85 IN= 5.287332878389546E+00
OM= 1.998783294661386E+02 W = 1.192596109583181E+02 Jp= 2456962.245331557933
N = 1.518083924367333E-04 MA= 2.273057609349106E+02 TA= 2.238172753117883E+02
A = 3.859226259591483E+05 AD= 4.048147107462488E+05 PR= 2.371416395838499E+06
2456952.333333333 = A.D. 2014-0Oct-21 20:00:00.0000 TDB

EC= 4.835885557434828E-82 (QR= 3.674359021817466E+85 IN= 5.286826768156822E+80
OM= 1.9908798912442965E+02 W = 1.198968216103099E+02 Jp= 2456962.243226099759
N = 1.516994909364758E-04 MA= 2.301126605698477E+02 TA= 2.260230404790701E+02
A = 3.861073003917492E+05 AD= 4.047736986817519E+05 PR= 2.373112775643723E+06
2456952.500000000 = A.D. 2014-0Oct-22 00:00:00.0000 TDB

Er— A 777777I£20A1C27EF A7 NP— 2 £7277A0AIICAN1T7AE.AC Thi— C IREIATIQALEAAIAE . AR

Nota. Parte que contiene los datos del documento generado. Utilizado en el apartado
3.1.2.



Figura 32

Imagen de la parte final del documento generado con Osculating Orbital Elements
AXEALARLE AL 2MGL PLMaLLEL BMELL: are L8 RLAMELY ALLELERL-

REFERENCE FRAME AND COORDINATES

Ecliptic at the standard peference spoch

Reference epoch: 12000.0
X-Y plane: adopted Eacth orbital plane at the reference epach
Note: IAU76 gbliguity of 84381.448 apcseconds wrt ICRF X-Y plane
X-axis : ICRF
Z-axis : perpendicular tp the X-Y plane in the directional (+ or -) sense
of Earth.s north pole at the reference epoch.-

Symbol meaning:

JDTDB Juliap Day Number, Barycentric Dynamical Time
EC Eccentricity, e
QR Periapsis distance, q (km)
IN Inclination w.r.t X-Y plane, i (degcees)
oM Longitude of Ascending lode, OMEGA, (degrees)
W Acgument of Perifocus, w (degrees)
Ip Time of perispsis (Julian Day Number)
N Mean motion, n (degrees/sec)
MA Mean anomaly, M (degrees)
TA True anomaly, nu (degress)
A Semi-major axis, a (km)
AD Apoapsis distance (km)
PR Sidereal orbit period (sec)

ARERRATTAMC AMM FARRECTTAMC

Nota. Parte final del documento generado. Utilizado en el apartado 3.1.2.



Por otra parte, en la seccion 3.2 se menciona el proceso que se ha seguido para la obtencion
y limpieza de los datos. A continuacion, se muestran fragmentos de dicho codigo, asi como los
ficheros de texto generados. La Figura 33 corresponde al codigo utilizado para tratar el documento
generado por Vector Table y la Figura 34 el cédigo de limpieza usado en el fichero generado por
Osculating Orbital Elements.

Las variables que finalmente han sido registradas se han especificado en cada seccion
correspondiente. Todas ellas son variables numéricas o de tiempo, no se ha recogido ninguna
variable categorica de interés. Las Figuras 35 y 36 muestran un fragmento de los archivos escritos y
guardados.

Figura 33
Imagen de un fragmento del codigo 1

_list[
Itered_list[

filtered list[
Itered_1

Nota. Imagen donde se muestra la parte del cédigo donde se lee y organiza la informacion del
primer documento. Utilizado en el apartado 3.2.



Figura 34
Imagen de un fragmento del codigo 2

’
periDist,
: inclin,

Nota. Imagen donde se muestra la parte del coddigo donde se lee y organiza la informacion del
segundo documento. Utilizado en el apartado 3.2.



Figura 35
Imagen de un fragmento del nuevo documento generado con el codigo 1 de la Figura 19

LY =R - - B N - R = B R e R L R

| o | o | | | | o | s [
I B - Y T e~

20

Fecha

20114-10-21 00:00:00
20114-10-21 04:00:00
2014-10-21 08:00:00
2014-10-21 12:00:00
2014-10-21 16:00:00
2014-10-21 20:00:00
2014-10-22 00:00:00
2014-10-22 04:00:00
2014-10-22 08:00:00
2014-10-22 12:00:00
2014-10-22 16:00:00
2014-10-22 20:00:00
2014-10-23 00:00:00
2014-10-23 04:00:00
2014-10-23 08:00:00
2014-10-23 12:00:00
2014-10-23 16:00:00
2014-10-23 20:00:00
2014-10-24 00:00:00
2014-10-24 04:00:00

X

-353562.030
-358350.721
-3599641.676
-353405.350
-352650.798
-357375.601
-385580 322
-3153265. 124
-3BT0E0 227
383214684
-378337.643
-373852.83
-368564.912
-262672.296
-356300.747
-348437.087
-342095.261
-334283.330
-3260710.116

-1387527330
1522784378
1657959384
-17B493. 9157
1908451883
-203134.2421
-215042 7606

Fi

A10047716 | -15643 42057
269250862 | -14435.70353
12806.1697 | -13209.06981
-1333.6283 | 1190508731
-15475.7980 | -1070527575
-29601.6917 | 843130562
-43602 5308 | -B1447T9F0D
-EY7204353 | -6A4T 41825
-T1883.4372 | -D540.85463
-G5505.5040 | 422085679
-00326.5583  -29071301%
-112957.5065 | -1583.47832
1264382526 -257.56003

106850708
2393.20719
IT46042
E030.84267
634007754
TEA0A43897R
Bo30.08200

VX VY VE
-00073245139 | 0OTEST1053 | QOBINFTIATS
-0037514750 | 0970329527 | QU0B45437955
-0001621901 | -0.9814158700 | QuOBSA040817
0034382273 | -0982227ER4 | QDB6S55TIEL
0070435550 | -0.9317466%1  D0ETI9GE504
0106815039 | -0.970HE5603  DDBE9246612
0142736753 | -D9TOETER43  QDESTITTAOZ
0172206032 | -DG72473649 00004340802
0214777400 | -0.966750753  Q0EI0N1T738
02506004584 | -0.950704366 | QUDO14601220
0236240617 | -00951332281 | 00913045417
0321637854 | -0341633841 00920165631
0356743040 | -D930610208 | 00921038430
0391522362 | -091E264239  D0D20651873
0425511527 | -0.9045600645 | 00913085504
0458865820 | -0.830626040 Q0916060373
0493335224 -08T3348005 009113385365
0526269435 | -0U855780101 | QuDGDE325T25
0558618019 | -0.836932012  DDESSS1E776
0590330474 | -DB16819457 | Du0E51410080

Nota. Imagen donde se muestra la parte del nuevo fichero de datos para el vector estado con los
valores organizados. Utilizado en el apartado 3.2.

Figura 36

Imagen de un fragmento del nuevo documento generado con el codigo 2 de la Figura 20

-

Fecha

1 2014-10-21 00:00:00
2 2014-10-21 04:00:00
3 2014-10-21 08:00:00
4 2014-10-21 12:00:00
5  2014-10-21 16:00:00
2014-10-21 20000000
2014-10-22 00:00:00
2014-10-22 0400000
2014-10-22 08:00:00
2014-10-22 12:00:00
11 2014-10-22 16:00:00
12 2014-10-22 20:00:00
13 | 2014-10-23 00:00:00
2014-10-23 04:00:00
15  2014-10-23 08:00:00
2014-10-23 12:00:00
2014-10-23 16:00:00
2014-10-23 20000:00
2014-10-24 00:00:00

2014-10-24 04:00:00

e

0.05146040
0.05081637
0.05018306
0.04956163
0.04595304
0.04835806
0.04777727
0.04721109
0.04665972
0.04612320
0.04560140
0.04508402
0.04460083
0.04412068
0.04365350
004319834
0.04275439
0.04232079
0.04159668

0.04145117

q
365269.6
3657281
3661754
366610.0
367030.5
3674359
3675249
366196.7
366350.2
366584.9
369199.9
Jp94e4.9
369769.5
370023.3
3702563
3704684
370659.6
370830.0
37098041

ETRR R[]

i

5289139
5.288720
5288279
5287816
5287332
5.286827
5.286301
5285756
5285193
5284611
5284014
5283401
5282774
5282135
5251485
5.280826
5.280160
5279487
5278511

5278132

Omega
199.0708
199.0729
199.0748
199.0766
199.0753
199.0799
199.0813
199.0825
199.0836
199.0844
1990851
199.0855
199.0857
199.0856
199.0852
199.0846
199.0837
199.0826
199.0811

1990794

w

119.9717

119.7891

119.6081

119.4308

119.25%6

119.0965

118.9451

118.8070

118.6854

118.5830

118.5027

1154473

1164196

118.4221

1154575

118.5282

118.6363

18,7840

1189730

119.2045

Time_of_periapsis

Z014-1
20141
Z014-1
20141
Z014-1
20141
Z014-1
20141
Z014-1
2014-1
Z014-1
2014-1
Z014-1
2014-1
Z014-1
2014-1
Z014-1
2014-1
Z014-1

2014-1

0-31 06:06:33.615457
0-31 06:03:28.061354
0-31 06:00:06.038068
0-31 05:56:38.207069
0-31 05:53:16.646605
0-31 05:50:14.735019
0-31 05:47:47.006873
0-31 05:46:08.955075
0-31 05:45:36.990358
0-31 05:46:27.932670
0-31 05:48:59.090328
0-31 05:53:27.577324
0-31 06:00:11.612087
0-31 06:09%:27.252459
0-31 06:21:31.322225
0-31 06:36:39.395634
0-31 06:55:06.198362
0-31 0T17:05.275687
0-31 0T:42:48.560726

0-31 08:12:27.734079

f

2149898018
217.1931212
2194001196
221.6088747
2238172753
226.0230405
228.2237422
2304168315
2325996675
234.7695487
2369237452
239.0595330
2411742276
243.2652171
2453295946
247.3661882
2483715891
251.3441768
253.2821416

255.1839038

a

385086.2
385308.1
3855221
385727.2
385922.6
386107.3
3862504
3664410
386588.3
386721.7
3868404
386943.8
3870313
387102.6
3871571
3871945
3872147
3872174
3872026

3871703

Apoapsis_distance
404802.9
4045880
404568.7
404844.5
4048147
404778.7
404735.8
404685.3
404626.4
404558.5
404480.9
4043928
40428352
404181.8
404057.8
403920.7
403769.9
403604.7
4034251

403230.5

Sideral_orbit_period
2363706
2365748
2367719
2369610
2371410
2373113
2374709
2376190
2377549
2378779
2379875
2380829
2381637
2382294
2382798
2383143
2383329
2383354
2383218

2382919

Nota. Imagen donde se muestra la parte del nuevo fichero de datos para los elementos orbitales
con los valores organizados. Utilizado en el apartado 3.2.



Seguidamente, en el apartado 4.1 se habla a cerca del comportamiento de la distancia entre
la Tierra y la Luna a lo largo del tiempo. Se comenta que el conjunto de datos es bastante grande y
que por ello se selecciona un periodo de tiempo menor para poder observar mejor los periodos. En
la Figura 37 se ve la representacion grafica de lo nombrado. A pesar de no ser una grafica muy

clara por el namero tan alto de datos, se ve bastante bien el patron en la distancia que corresponde a
las orbitas del satélite natural.

Figura 37
Grdfica de la distancia entre la Tierra y la Luna entre las fechas 21/10/2014 y 21/10/2024

Representacion temporal de la distancia Tierra-Luna
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Nota. La grafica muestra la distancia que existe entre el punto central (tomado la Tierra) y el
cuerpo objetivo, en este caso la Luna, a lo largo de 10 afios. Esto es para observar el
comportamiento ciclico de la orbita y la distancia. Utilizado en el apartado 4.1.



En el apartado 5 se comenta el error cometido al realizar las transformaciones respecto a los

datos obtenidos.

En la Tabla 4 se muestra el error cometido en los primeros 10 valores para cada variable de
posicion y velocidad con la precision por defecto de RStudio, que se puede comparar con la Tabla 1
de ese mismo apartado.

Tabla 4

Tabla de error cometido al calcular los elementos orbitales en cada eje con doble precision en los

10 primeros valores del dataset

e a i Q f w p
-5.393579 e- 1.511549 2.686799 e- 0.000000 1.5864032 -2.9612928 1.515562
16 e—16 15 oy e-15 o 1
3.0040650 | 1510679  1.091599¢-  2.855408 e- 2.617183e-  -4.745292e- 514590
e-15 e—16 14 16 16 16 16
-1.3827163  3.019680  1.965041¢- _1 427690 e- 5.181713¢-  -9-504945 3027304 c-
e-15 e_16 14 16 16 e'16 16
-5.3202035  .3.018074  4.36714le-  0.000000 = -3.847550 = 5.949407 3025505
e-15 e—16 15 e+00 e-16 e-16 e—16
17009512 1508273 -2.183770e- 000000  -3.809587¢-  3-574770  _1 511896
e-15 e_16 15 e+00 16 e-16 e_16
-4.3046978  6.030206 5375949 ¢- 2855307 c-  7.544817e-  -1.3125405  6.044340
e-15 e-16 15 16 16 e-15 16
1.

15975761 0.000000 8568770 - 0.000000 2490688 194741 0.000000
e-15 +00 15 +00 e-16 16 ¢+00
2.2046389  -1.506250 | 5.040973e-  0.000000 = -1.233491 g8 372907 = -1.509614
e-15 e—16 16 e+00 e-16 e-16 e—16
7435636 e~ £ 022700 | 1.125937 e~ -1.427627 - 1.7106814 = -3.9512726 = 6.035843 e-
16 e—16 14 16 e-15 e-15 16
-3.0088517 000000 = 6050478 1427621 - < -2421243 | 2396778 - 0.000000
¢-03 e+00 15 16 e-16 16 e+00



En la Tabla 5 se muestra el error cometido con los valores por defecto del programa
RStudio en la precision de los valores de los nimeros de coma flotante.

Tabla 5

Tabla de error cometido al calcular la posicion y la velocidad en cada eje con doble precision en
los 10 primeros valores del dataset

X

y

z

VX

vy

vz

1.460442¢-16

1.419534e-15

1.162782¢-15

-9.473521e-16

2.275113e-16

-1.668462¢-16

1.457525e-16

8.377120e-15

-3.780189¢-16

1.29474954¢-
14

0.000000e+00

1.641491e-16

-1.456496¢-16

-5.829425e-16

2.087989¢-14

1.391219e-13

6.88538e-16

-2.128350e-15

4.176638983¢-
13

8.0702941e-15

-1.131243e-16

4.521244¢-16

-3.234762¢-16

7.979798e-16

0.000000e+00 = -1.245899e-14 = 1.869068e-15 _6'10?53726- -1.130865e-16 -1.577081e-16
0.000000e+00 = 2.445664e-14 | -3.471609¢e-15 1 '627?30786_ 1.766964¢-4 | 1.560623e-16
-1.47145e-16 = 1.415474e-14 -6.141615e-15 1'127?42‘6826_ -3.409508e-16 -3.092964¢-16
-1.480112e-16 = 8.948520e-15 | -5.312920e-15 7.7613642¢-15 -2.283297e-16 = 0.000000e+00
5.963423e-16 -8.524915e-15 5.416722¢-15 _6'71912_3396- 2.296813e-16  0.000000e+00

-1.503762e-16

8.503377e-16

4.948921e-15

6. 645268e-16

2.313677¢-16

3.034420e-16
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